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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wird ein Beweis des allgemeinen Indexsatzes von Atiyah und
Singer gegeben, der die Methode von Getzler |G| zur Entwicklung des Warme-
leitungskerns eines Dirac-Operators mit der Poincaré-Dualitét in der K-Theorie
kombiniert. Die zugrunde liegende Beobachtung ist zunéchst, dass sich der In-
dex eines beliebigen Pseudodifferentialoperators (PDO) auf einer kompakten
Mannigfaltigkeit M nicht als kohomologische Formel iiber der Mannigfaltig-
keit selbst angeben ldsst, wenn M nicht orientierbar ist, sondern dass man
in diesem Fall die Formel nur in der Kohomologie des Kotangentialbiindels
angeben kann. Mit Hilfe der K K-Theorie formulieren Kasparov in [K2]| sowie
Connes und Skandalis in [C-S] eine Poincaré-Dualitét in der K-Theorie, mit
deren Hilfe sich zeigen lasst, dass sich der Index eines beliebigen PDO mit
dem Index eines Operators auf dem Kotangentialbiindel identifizieren lésst. In
dieser Arbeit wird gezeigt, dass sich dieser Operator wie ein Dirac-Operator
behandeln lédsst, und dass man aus der Entwicklung seines Kerns mit der Me-
thode von Getzler ([G],[B-G-V]) die allgemeine Indexformel erhalten kann. Ein
interessantes Resultat der Betrachtungen ist, dass sich herausstellt, dass die
konkrete Darstellung einer der Dualitdtsabbildungen von Connes und Skan-
dalis fehlerhaft ist (vgl. hierzu den Satz 4.7.6 und die daran anschlieBende
Bemerkung).

Der grundlegende Gedanke der ausgefiihrten Beweismethode ist, dass man
die allgemeine Indexformel, die durch einen Integralausdruck iiber dem Kotan-
gentialbiindel der Mannigfaltigkeit gegeben ist, als Riemann-Roch-Formel fiir
den Dolbeault-Operator der fast komplexen Mannigfaltigkeit T*M verstehen
kann. Diese Formel lautet fiir den Dolbeault-Operator auf dem mit einem ho-
lomorphen Biindel W vertwisteten Dolbeault-Komplex iiber einer komplexen
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Mannigfaltigkeit M

index(0 +8") = / Td(T(M))ch(W).

M

Die formale Ahnlichkeit dieser Formel mit der Indexformel
index(P) = (—1)dimM/ Td(T (M) ® C)ch(o(P))
“M

ist offenbar. Der Beweis beruht darauf, dass sich der Index eines Pseudodiffe-
rentialoperators vermége der Poincaré-Dualitét in der K-Theorie mit dem In-
dex eines vertwisteten, regularisierten Dolbeault-Operators identifizieren lésst.
Dessen Index lasst sich wiederum mit der Methode von Getzler mit einem In-
tegral der obigen Form identifizieren. Die Rolle des Vertwistungsbiindels spielt
hierbei das Symbol des Operators.

Zu beachten ist das Vorzeichen in der Indexformel fiir einen allgemeinen ellip-
tischen Operator. Aus der Perspektive der K-theoretischen Poincaré-Dualitét
riithrt dieses Vorzeichen von einer der beiden Dualitdtsabbildungen her. Connes
und Skandalis iibersehen dieses Vorzeichen in ihren Ausfithrungen.

Die Arbeit ist wie folgt organisiert. Im zweiten Kapitel wird der Satz formu-
liert, und es wird eine zusammenhéngende ausfiihrliche Darstellung des Be-
weises gegeben, ohne jedoch Beweise der benutzten Sitze anzugeben. In den
folgenden drei Kapiteln werden die verwendeten Methoden und Sétze ausfiihr-
lich dargelegt und in ihren jeweiligen technischen Zusammenhang gestellt. Im
Anhang finden sich aufler dem Literaturverzeichnis auch eine Auflistung der
verwendeten Symbole sowie eine kurze Aufstellung wesentlicher Definitionen
und Sétze aus der Theorie der Pseudodifferentialoperatoren.



Kapitel 2

Der Indexsatz von Atiyah und
Singer

2.1 Formulierung des Satzes

In diesem Abschnitt soll der Indexsatz in der Form, in der Atiyah und Singer
ihn in [A-S2] beweisen, formuliert werden. Auflerdem sollen die wesentlichen
Begriffe eingefiihrt sowie einige Konventionen festgelegt werden.

Bezeichne ker den Kern und ran das Bild eines linearen Operators. Ein
Fredholm-Operator F' : X — Y zwischen Banach-Rdumen X und Y ist ein
stetiger Operator mit den folgenden Eigenschaften:

1. ran(F') = ran(F’), d.h. das Bild ist abgeschlossen.

2. ker(F') und coker(F') = Y/ran(F’) sind endlichdimensional.

Der Raum coker(F') wird als Kokern des Operators bezeichnet. Die zweite
Eigenschaft erlaubt es, den Index eines Fredholm-Operators zu definieren als
die Grofle

index(F') = dim(ker(F)) — dim(coker(F)).

Der Begriff Mannigfaltigkeit bezeichnet in dieser Arbeit immer eine glat-
te Mannigfaltigkeit mit festgelegter glatter Struktur. Mit Hilfe dieser glatten
Struktur lisst sich auf einer Mannigfaltigkeit der Begriff des Pseudodifferen-
tialoperators (PDO) definieren (vgl. Definition P.0.9). Ein PDO vom Grad
p auf einer Mannigfaltigkeit ist ein stetiger linearer Operator zwischen den
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Sobolev-Raumen H* und H*7P. Ein PDO ist im Wesentlichen durch sein Sym-
bol (Definition P.0.11) definiert. Innerhalb der Klasse der PDO existiert die
Klasse der elliptischen PDO (vgl. Definition P.0.13). Es gilt dann der Satz
P.0.16.

2.1.1 Satz FEin elliptischer PDO auf einer kompakten Mannigfaltigkeit ist ein
Fredholm-Operator.

In [A] zeigt der Autor, dass das Symbol eines elliptischen Operators ein Ele-
ment der Gruppe K°(T*M) definiert. Der Indexsatz von Atiyah und Singer
besagt, dass der Index eines elliptischen PDO alleine von der Topologie der
Mannigfaltigkeit und der K-Theorieklasse des Symbols abhéngt. In dieser Ar-
beit wird der folgende Satz bewiesen.

2.1.2 Satz Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und P : I'(E) — I'(F) ein
elliptischer Pseudodifferentialoperator zwischen komplexen Vektorbiindeln E
und F'. Es gilt die folgende Identitét fiir den Index des Operators P;

index(P) (%)de / Tde(TM)ch(o(P)).

[A-S2, Satz 2.12]

In dem zitierten Artikel von Atiyah und Singer taucht aufler einem Vorzeichen
kein Faktor vor dem Integral auf. Dies liegt an einer unterschiedlichen Defi-
nition der charakteristischen Klassen in [A-S2] und [B-G-V]. In dieser Arbeit
wird die Definition von [B-G-V] iibernommen, da sie den hier verwendeten
Methoden besser entgegenkommt.

Es wird im Folgenden nur der Fall eines Pseudodifferentialoperators positiver
Ordnung behandelt. Dies ist keine echte Einschrénkung; mit dem Satz P.0.18
folgt der algemeine Fall.

2.2 Beweis des Satzes
Sei P : T'(E) — I'(F') ein elliptischer Pseudodifferentialoperator positiver Ord-

nung auf der kompakten Mannigfaltigkeit M. Ein solcher Operator definiert
ein Element der Gruppe K K (C(M ), C) auf die folgende Weise. Zunéchst bildet
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man den graduierten Modul der L?-Schnitte L?(E & F) und definiert darauf
den Operator P := P(1 4 P?)~/2 wobei P definiert sei durch

0o P
(2 )
Das entsprechende Element werde mit [P] bezeichnet. Es gilt der folgende Satz.

2.2.1 Satz Ist M eine kompakte Mannigfaltigkeit, so lédsst sich jedes Element
der Gruppe KK (C(M),C) représentieren durch einen Modul, der wie oben
aus einem elliptischen Pseudodifterentialoperator konstruiert wird.

Die Gruppe K K(C(M), C) definiert die K-Homologie der Mannigfaltigkeit M.
Im Kontext dieser Arbeit werden allgemeine Eigenschaften einer Homologie-
theorie nicht verwendet, so dass der Begriff K-Homologie hier im Wesentlichen
nur eine Bezeichnung ist. Die K-Theorie einer Mannigfaltigkeit definiert Atiyah
in [A] auf die folgende Weise.

2.2.2 Definition Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und V(M) die Men-
ge der Isomorphieklassen komplexer Vektorbiindel iiber M. Die direkte Summe
von Vektorbiindeln definiert eine Addition auf dieser Menge, mit der V(M) zu
einer Halbgruppe wird. Das neutrale Element dieser Halbgruppe ist gegeben
durch das 0-Vektorbiindel. Die 0-te K-Theoriegruppe K°(M) ist definiert als
die Grothendieck-Gruppe dieser Halbgruppe.

Mit Hilfe des letzten Satzes kann man eine Paarung zwischen K-Theorie und
K-Homologie definieren, indem man sich die Vertwistungskonstruktion von
Operatoren und Vektorbiindeln zu Nutze macht. Ein beliebiger PDO @ : E —
F' auf einer Mannigfaltigkeit M kann mit einem Vektorbiindel V' vertwistet
werden. Der getwistete Operator ist gegeben durch QY : C®(M, E®QV) —
C>®(M, E®V), wobei Q" ein Operator mit Symbol ¢(Q)®idy sei. Im Fal-
le eines ungraduierten Vektorbiindels stimmt das Tensorprodukt & mit dem
gewohnlichen Tensorprodukt iiberein. Ist @ elliptisch, so ist auch der getwi-
stete Operator QV elliptisch. Da die Elliptizitéit durch eine solche Vertwistung
nicht zerstort wird, kann man fiir kompaktes M die Z-wertige ,, Indexpaarung*
von K-Theorie und K-Homologie definieren, indem man fiir [Q)] und [V]

< [V],[Q] >:= index(Q")

setzt, wobei wie oben () ein elliptischer Operator und V' ein Vektorbiindel sei.
Bezeichnet 1,; das triviale komplexe Linienbiindel iiber M, so gilt mit dieser
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Definition
index(P) =< 1, [P] >

fiir einen elliptischen Operator P. Mit den Methoden der Kasparov-Theorie
lasst sich diese Formel nun in einer Weise umformen, dass man ein Objekt
erhélt, welches sich mit der Warmeleitungsgleichung behandeln léasst. Dazu
wird die K-Theoriepaarung iiber einer nichtkompakten Mannigfaltigkeit benétigt,
was die Einfithrung des Kasparov-Produktes erfordert.

2.2.3 Satz Ist A eine separable C*-Algebra, so definiert das Kasparov-Produkt
eine bilineare Abbildung

KK(C,A) x KK(A,C) = Z; (a,b) — a®a b.

Ist M eine kompakte Mannigfaltigkeit und A = C(M), so ist das Kasparov-
Produkt durch die Indexpaarung gegeben.

Dieser Satz liefert das Werkzeug zur Definition der allgemeinen Homologie-
paarung.

2.2.4 Definition Die Homologiepaarung der Gruppen K K(C, A) und KK (A, C)
ist definiert durch das Kasparov-Produkt

<a,b>=a®ub.

Es existieren nun zwei kanonische Abbildungen, die eine gewisse Dualitét
zwischen den K-Theoriegruppen der Algebren C'(M) und Co(7T*M) imple-
mentieren. Diese sind durch die folgenden Konstruktionen gegeben.

Das Symbol eines elliptischen PDO definiert ein Element in der K-Theorie
des Kotangentialbiindels 7% M der Mannigfaltigkeit M. Bei der Konstruktion
des zu diesem Operator gehorenden K-Homologieelementes wurde aus dem
elliptischen Operator zwischen zwei Vektorbiindeln ein elliptischer Operator
P 0-ter Ordnung auf der direkten Summe dieser Vektorbiindel mit der ent-
sprechenden natiirlichen Graduierung gebildet. Dessen Symbol definiert ein
Element der Gruppe K K (C, Co(T*M)). Hierzu wird das Symbol, das ein Vek-
torbiindelhomomorphismus zwischen den nach 7*M zuriickgeholten Biindeln
ist, als ein Co(T*M)-linearer ,Operator” zwischen den Moduln der Schnitte
der zuriickgeholten Biindel aufgefasst. Der entsprechende Kasparov-Modul ist
gegeben durch (I'(7*(E® F)), o(P)) und wird mit [o(P)] bezeichnet. Mit Hilfe
des Satzes 2.2.1 erhélt man den folgenden Satz.
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2.2.5 Satz Die Abbildung
6: KK(C(M),C) - KK(C,Cy(T*M)),
die definiert ist durch die Zuordnung
G [P] = (=1)"*[o(P)]
ist ein Isomorphismus.

Die fast komplexe Struktur der Mannigfaltigkeit 7" M erlaubt die Konstruk-
tion eines zweiten kanonischen Isomorphismus

0: KK(C,C(M)) ~ KK(Co(T*M),C).

Eine Mannigfaltigkeit M heifit fast komplex, falls ein Endomorphismus J ih-
res Tangentialbiindels existiert, so dass J? = —id; die Abbildung J heifit fast
komplexe Struktur auf der Mannigfaltigkeit. Komplexifiziert man das Tangen-
tialbiindel und bezeichnet die Komplexifizierung von J mit Jg, so lasst sich
zeigen, dass J¢ nur die Eigenwerte +¢ und —¢ hat. Das Figenraumbiindel zum
Eigenwert —i werde mit T%!(M) bezeichnet. Auf einer fast komplexen Man-
nigfaltigkeit lisst sich das Biindel S(M) := A*T%!(M) und der entsprechende
Dolbeault-Operator 0j; konstruieren. Der Operator 0y + 5;4 ist dann ein
Dirac-Operator und als solcher elliptisch. Er definiert daher ein Element der
K-Homologie der Mannigfaltigkeit, das mit [0y] bezeichnet werde.

Es ist eine bekannte Tatsache, dass das Kotangentialbiindel einer beliebi-
gen Mannigfaltigkeit, selbst aufgefasst als Mannigfaltigkeit, eine fast komplexe
Struktur besitzt. Es existiert daher immer das kanonische Homologieelement
[O7+p]-

Oben wurde gezeigt, wie ein elliptischer PDO @ : E — F auf einer Mannig-
faltigkeit mit einem Vektorbiindel V' zu einem elliptischen Operator Q" vert-
wistet werden kann. Die Abbildung 0 : KK (Co(T*M),C) ~ KK(C,C(M))
ist nun gegeben, indem man ein Vektorbiindel iiber der Mannigfaltigkeit M
mit Hilfe der Biindelprojektion 7 : T*M — M nach T*M zuriickholt und mit
dem Operator Op-y; + E*T* ) twistet. Genauer gilt dann der folgende Satz.

2.2.6 Satz Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und [E] — [F] € K°(M)
ein durch die Differenz der Vektorbiindel E und F definiertes Element der
K-Theorie von M. Es sei m : T*M — M die Biindelprojektion. Sei D :=
Openr + 5;*M. Die Zuordnung

9:E) - [F| — (D7) — D7)
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von K°(M) nach KK (Co(T*M),C) ist wohldefiniert und liefert einen Isomor-
phismus dieser Gruppen.

Die folgende Aussage iiber die Vertriglichkeit der Abbildungen @ und & recht-
fertigt die Bezeichnung dieser Abbildungen als Dualitdtsabbildungen.

2.2.7 Satz Sei a € KK(C(M),C) und b € KK(C,C(M)). Mit den oben
definierten Abbildungen ¢ und O gilt

<b,a>=<6(a),0b),> .

Man erhélt also fiir den Index eines elliptischen Pseudodifferentialoperators
die Identitét

index(P) =< 1y, [P] >=< 6([P]),0(1x)) >= (—1)Y™M < [o(P)], [Or-ns] > .

Die Paarung auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nun die Paarung eines
Dirac-Operators mit einem Vektorbiindel {iber der Mannigfaltigkeit 7* M. Die
Berechnung dieser Paarung iiber einer kompakten Mannigfaltigkeit gerader Di-
mension liele sich mit lokalen Methoden bewerkstelligen; der Warmeleitungs-
kern des vertwisteten Dirac-Operators lasst sich asymptotisch entwickeln, um
die Indexformel zu erhalten.

Im Falle der obigen Paarung muss man nun der Nichtkompaktheit von 7™M
Rechnung tragen. Dazu ist zunéchst zu erkldren, wie das Kasparov-Produkt,
das die K-Theoriepaarung im allgemeinen Fall definiert, hier konkretisiert wer-
den kann. Die einfache Vertwistungskonstruktion, die zur Definition der Paa-
rung iiber kompakten Mannigfaltigkeiten herangezogen wurde, liefert hier nicht
das Gewiinschte, da die Ellitpizitéit des PDO in diesem Fall nicht die Fredholm-
Eigenschaft dieses Operators liefert. So ist z.B. Operator Or«y; + Op.y; kein
Fredholm-Operator. Es ist jedoch jeder Kasparov-Modul (H,F) € KK(C,C)
durch einen Fredholm-Operator auf einem Hilbert-Raum gegeben, wie sich
leicht anhand der Definition nachpriifen lasst.

Es stellt sich heraus, dass das im Kontext dieser Arbeit interessierende Pro-
dukt < o([P]),[0r-n] >k im Wesentlichen durch eine Regularisierung eines
getwisteten Operators der Form (O7+y + Opu ;) ") gegeben ist. Obwohl sich
das resultierende Produkt nicht durch einen Dirac-Operator repréisentieren
ldasst, kann man den Spielraum, den die Wahl eines Représentanten des K-
Theorieelementes léasst, nutzen, um ein Objekt zu erhalten, das sich mit der

Methode von Getzler ([G],[B-G-V]) behandeln lasst.
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Fiir die Wahl des Repréisentanten der Symbolklasse macht man zunéchst
die folgende Beobachtung. Das Symbol eines Pseudodifferentialoperators ist
gegeben durch zwei Vektorbiindel {iber dem Kotangentialbiindel und einen
Vektorbiindelhomomorphismus zwischen diesen Biindeln. Der folgende Satz
zeigt, dass fiir ein beliebiges Element der K-Theorie des Kotangentialbiindels
dieser Vektorbiindelhomomorphismus in einem gewissen Sinne trivial gewahlt
werden kann, so dass sich alle Information iiber das entsprechende Element in
den Vektorbiindeln wiederfindet.

2.2.8 Satz Jedes Element der Gruppe KK (C,Cy(T*M)) lésst sich représen-
tieren durch einen Kasparov-Modul

(I'(E) e I'(F),T)
der folgenden Form:

1. Die Vektorbiindel E und F sind in T*M x C" eingebette Biindel. Es
existiert eine beschrdnkte Umgebung U von M C T M mit der folgenden
Eigenschaft: Es existiert ein Unterraum V C C", so dass E |p«p\u=
Flpanw= (T*"M\U) xV . I'(E) ist der positive Teil der Graduierung.

2. Der Operator T ist gegeben durch den Multiplikationsoperator

wobel ¢ eine stetige reellwertige Funktion sei, die auf U verschwindet
und auBerhalb einer beschrinkten Umgebung Uy von U konstant gleich
1 ist.

Das Produkt zweier Kasparov-Moduln (Hi, ;) und (Ha, F2) besteht nun
in der Bildung des Tensorproduktes der graduierten C*-Moduln H; und Hs
sowie eines gewissen Produktes der involvierten Operatoren F; und F5. Das
Kasparov-Produkt der Elemente o(P) und [07-)] hat dann die Form

[0(P)] ® [07-1] = ((T(E) & T(F))®cy(+an) L* (S(T"M)), D).

Das graduierte Tensorprodukt ist der Banach-Raumabschluss des algebrai-
schen Tensorproduktes des rechts-Moduls I'( E)®I'(F) iiber der Algebra Cy(T™* M)
mit dem Hilbert-Raum L*(S(T*M)), auf dem die Algebra Co(T*M) als Al-
gebra von Multiplikationsoperatoren wirkt. Dieses Produkt ist kanonisch iso-
morph zum Hilbert-Raum der L2-Schnitte des Vektorbiindels (E®F)QS(T*M).
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Der folgende Satz zeigt, dass die Konstruktion des Operators D auch im
nichtkompakten Fall im Wesentlichen durch die Vertwistungsoperation gege-
ben ist.

2.2.9 Satz Der Kasparov-Modul (I'(E) @ I'(F'),T) représentiere die Sym-
bolklasse [o(P)]. Es sei D = (Jpenr + Opupy)(1 + A)"V2. Es existiert ein
reellwertiger Operatorkern M, so dass mit N' = 1— M das Kasparov-Produkt

[0(P)] & [07+u]
gegeben ist durch den Modul
(L*(T*M, (E ® F)®S(T*M)), D),
wobei D gegeben ist durch
D— M1/2T®jd8(T*M) 1 N2 pESF,

Wihlt man einen Modul entsprechend dem Satz 2.2.8 als Reprisentanten
des Symbols, so haben die Vektorbiindel £ und F' in einem bestimmten Sinne
einen kompakten Tréager. Es lasst sich nun zeigen, dass man den Operator M
so wihlen kann, dass D auf dem Tréger des Biindels £F® F' mit dem getwisteten
Dolbeault-Operator iibereinstimmt. Dazu muss man M dort nur identisch 0
setzen. Dies ist wesentlich bei der Berechnung des Index, da der Operator aus
dem Kasparov-Produkt nach Multiplikation mit dem unbeschrankten Operator
(14 A)Y2 auf dem Triger der Vektorbiindel mit dem getwisteten Dolbeault-
Operator iibereinstimmt. Zunéchst ist wichtig, dass die entsprechende Opera-
torhalbgruppe durch glatte Kerne gegeben ist. Es gilt dazu der folgende Satz.

2.2.10 Satz Der Operator D(1+A)Y? erzeugt eine Wiarmeleitungshalbgruppe
von Operatoren, die durch glatte Operatorkerne gegeben sind.

Fiir Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten folgt aus dieser Aussage
sofort, dass die Operatoren der Halbgruppe Spurklasseoperatoren sind. Mit
Hilfe der McKean-Singer Formel erhélt man den Zusammenhang zwischen dem
Index eines Operators und der entsprechenden Wéarmeleitungsgleichung.

Diese Formel lautet abstrakt

index(P) = str(7T'(t))
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wobei str die graduierte Spur auf den Endomorphismen des Hilbert-Raums der
L?-Schnitte bezeichne und 7' die Wirmeleitungshalbgruppe des Operators

()

Hierbei wird wieder angenommen, dass P positive Ordnung hat. Diese Formel
ist offensichtlich nur dann sinnvoll, wenn die Operatoren T'(t) Spurklasseope-
ratoren sind. Mit dem Kern k;(-, -) der Halbgruppe T'(¢) lasst sie sich schreiben
als
index(P) = /Strk‘t(x, x)dx,
M

wobei hier str die graduierte Spur auf den Endomorphismen des Vektorbiindels
ist. Fiir die Existenz des Integrals ist es nun nicht mehr zwingend erforderlich,
dass die Halbgruppe 7T'(t) aus Spurklasseoperatoren besteht, sondern nur, dass
der Integrand eine integrierbare Funktion ist. Betrachtet man nun den Ope-
rator DF®F | 5o ist dessen Wirmeleitungshalbgruppe 7'(+) nicht durch Spur-
klasseoperatoren gegeben, so dass der Ausdruck str(7'(¢)) nicht sinnvoll ist.
Es lésst sich jedoch zeigen, dass bei bestimmter Wahl der Reprisentanten das
Integral

/ strky(x, x)dx (%)
T*M
existiert, wobei k;(-,-) den Kern der Operatorhalbgruppe T'(t) bezeichne.
Dazu bemerkt man zunéchst, dass der Warmeleitungskern k;(-,-) des Ope-
rators Werte in End(S(T*M)®(E ® F)) ~ C¢(T*M)®End(E @© F) annimmt.
Nun gilt der folgende Satz.

2.2.11 Satz Sei V ein reeller Vektorraum endlicher Dimension. Die Symbol-
abbildung o : C¢(V) — A*V @ C, die definiert ist durch

o(a) :==c(a)l € A*V,

ist ein Isomorphismus von A*V ® C und C¢(V), aufgefasst als Clifford-Moduln.

Es ldsst sich w; :  +— ki(z,x) also als Differentialform mit Werten in dem
Biindel End(E @ F') auffassen. Der Graduierung der Clifford-Algebra entspricht
unter diesem Isomorphismus die Graduierung der dufleren Algebra durch die
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Formen von gerader bzw. ungerader Dimension. Unter der Graduierung des
Vektorbiindels £ & F', die durch die direkte Summe gegeben ist, zerfallt eine
Differentialform in eine positive und eine negative Komponente; w = w™ +w™.
Der néchste Satz zeigt, dass dann das obige Integral iiber die graduierte Spur
mit dem graduierten Integral iiber den Volumenanteil der entsprechenden Form
identisch ist.

2.2.12 Satz Sei M eine Mannigfaltigkeit und a € T'(C(T*M)®End(E & F))
ein Schnitt im Endomorphismenbiindel des Biindels S(T*M)®(E @& F) und
w = o(a) die entsprechende Form. Dann gilt

/ str(a) = / (trpw™ — trpw™).

M M

Die Existenz des einen Integrals impliziert die Existenz des anderen. Das rechte
Integral ist als das Integral iiber den Volumenanteil der Form zu verstehen.

Nun ist ein Dirac-Operator auf einer Mannigfaltigkeit M durch eine Wirkung
der Clifford-Algebra auf einem Clifford-Modul £ und deren Verkniipfung mit
einem Clifford-Zusammenhang auf diesem Modul gegeben. Berline, Getzler
und Vergne zeigen dann mit Hilfe einer asymptotischen Entwicklung des Kerns
k:(-,-) den folgenden Satz.

2.2.13 Satz Sei M eine nicht notwendigerweise kompakte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension 2n mit Kriimmungstensor €)y,. Fiir die Differenti-
alform wy, die man einem Dirac-Operator auf £ zuordnet, gilt

t0r/2
— (47t) " det"/? _M7E —1QE/SY .
we = (4mt) " de (sinh(tQM/Q) exp ( )

Insbesondere ist der Volumenanteil der Form w; von t unabhéngig. Bezeich-
nen PA und P die Potenzreihen, die die entsprechenden charakteristischen
Klassen definieren, ldsst sich dies in der Form

wp = (2mit) T PARQL ) P (+QE/S)
schreiben.

Tatséchlich wird in [B-G-V] diese Aussage nur fir kompakte M bewiesen. Die
Berechnung lasst sich jedoch mit einigen Modifikationen auf den nichtkompak-
ten Fall iibertragen, da sie im wesentlichen lokaler Natur ist. Fiir die Existenz
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des Integrals (x) wére dann hinreichend, dass der Volumenanteil der Form w;

kompakten Tréager hat. Dies ist bei entsprechender Wahl der Zusammenhénge

auf £ und F' laut dem folgenden Satz gewahrleistet. Die Biindel £ und F
seien hierbei immer noch die speziellen Biindel aus Satz 2.2.8.

2.2.14 Satz Sei pg die Projektion in M,(Co(T*M)) mit pg - Co(T*M)" =
['(E) sowie d : A°(T*M) — AY(T*M) das éduBere Differential. Dann definiert
die Abbildung

VE i =ppod:T(E) — AYT*M,E)

einen Zusammenhang auf E. Analog sei V¥ definiert. Weiter sei V ein Clifford-
Zusammenhang auf dem Clifford-Modul S(T*M). Dann ist

V®id+ide(VEeVH) : T(S(T*M)R(E®F)) — AYT*M,S(T*M)®(EDF))

ein Clifford-Zusammenhang auf dem getwisteten Clifford-Modul S(T*M )&
(E® F). Bildet man mit diesem Zusammenhang und der getwisteten Clifford-
Algebrenwirkung den Dirac-Operator (O« p; + E*T* 1) FEF mit Warmeleitungs-
kern k; bzw. der diesem Kern entsprechenden Form wy, so hat der Volumenan-
teil dieser Form kompakten Tréger.

Die folgende Identitdt charakteristischer Klassen und die Darstellung des
Warmeleitungskerns aus dem Satz 2.2.13 zeigen die Giiltigkeit des letzten Sat-
zes.

2.2.15 Satz Bezeichne © die Biindelprojektion m : T*M — M. Des Weite-
ren seien PA, PTde und P die Potenzreihen, die die entsprechenden cha-
rakteristischen Klassen definieren. €2y, und Qr«p; bezeichne die riemannschen
Kriimmungen von M und T*M, wobei die Metrik auf T*M von der Metrik
auf M induziert sei und QF/S die relative Kriimmung des Clifford-Moduls
£ :=S(T*M)®(E & F) sowie QF®F die Kriimmung des Biindels E @ F. Dann
gilt die folgende Identitédt von Formen auf T*M;

PAQrar) PHQS) = PT( () P Q).
Insbesondere folgt aus diesem Satz die Gleichheit der Kohomologieklassen

A(T*M)ch(E/S) = 7 Tde(M)ch(E & F).

Der Chern-Charakter des graduierten Biindels ist in diesem Zusammenhang als
der mit der graduierten Spur definierte Chern-Charakter aus [Q] zu verstehen.
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Da die Kriimmungsform QF®F aufgrund der speziellen Form des Zusammen-

hangs VE®F kompakten Triger hat, und die Form PTde(n*(Qy,)) auf T*M
keinen Volumenanteil besitzt, besagt der Satz auflerdem, dass der Volumenan-

teil von PTe(7*(Qyr))PH(QEPT) kompakten Triiger hat, was die Aussage des
letzten Satzes war, denn

wp = PAQpepr) PHQETS) = P (1 () ) PR (QEPT),

Zusammenfassend erhélt man mit den Sétzen der letzten Abschnitte folgen-
des. Die Einschréinkung des Wirmeleitungskerns des Dirac-Operators (97« +
O py ) PEF auf die Diagonale lisst sich interpretieren als Differentialform auf
T*M, deren Volumenanteil kompakten Tréger besitzt. Das Integral iiber die
Spur des Wirmeleitungskerns von (97«7 + 0y ) E®F existiert und ist gegeben

durch
/strkt(qr,x)dx: /Td@(M)ch(E@F).

T*M T+ M

Um dieses Integral mit dem Index des interessierenden Operators zu identi-
fizieren, sei zunichst die folgende abstrakte Uberlegung gemacht. Ist H ein
beziiglich der Wirkung der Operatoren D und T invarianter Unterraum. Die
Operatoren seien jeweils Generator einer Operatorhalbgruppe. Dann stimmen
die beiden von diesen Operatoren generierten Halbgruppen auf H {iberein. In
diesem Sinne ist die Bildung der Halbgruppe also lokal. Nun kann man den
Operatorkern M so wihlen, dass er auf dem Triger von E ¢ F identisch 0
ist, da dies nur eine kompakte Modifikation der urspriinglichen Operatoren M
und N bedeutet. Es ist dann der Wirmeleitungskern des Operators

D(1+A)'2,

mit
D:M1/2T®idS(T*M) —|—N1/2DEEBF

dessen Index hier interessiert, auf dem Unterraum der Schnitte, deren Triger
im Trager des Biindels E & F' liegt, identisch mit dem oben berechneten
Kern des Dirac-Operators. Der Satz 2.2.10 besagt, dass der Warmeleitungs-
kern kP des Operators D(1+A)Y/2 ebenfalls durch glatte Schnitte des Biindels
End(S(T*M)®(E @ F)) ~ C{(T*M)®QEnd(E & F) gegeben ist, und somit
vermdge der Zuordnung w? : z + kP(x,z) eine Differentialform definiert. Da
M und N auBlerdem den Volumenanteil des Operatorkerns invariant lassen,
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erhalt man schlie3lich die Identitat

/strkt(x,x)dx: /strk:?(x,x)dx.

T*M T+*M

Diese Aussagen seien in dem folgenden Satz zusammengefasst.

2.2.16 Satz Der Operatorkern M aus Satz 2.2.9 kann so gewéhlt werden, dass
er auf einem beliebigen Kompaktum K identisch 0 ist. Sei D der mit diesen M
und N definierte Opertor. Dann erzeugt D(1 + A) eine Operatorhalbgruppe
mit glattem Kern. Die Einschrankung dieses Kerns auf die Diagonale stimmt
auf dem 'Trager des Biindels E & F mit der FEinschriankung des Kerns des
getwisteten Dolbeault-Operators (- + E*T* ) EOE diberein.

Dieser Satz erlaubt es, das Integral iiber den Operatorkern mit dem Indexin-
tegral iiber die charakteristischen Klassen zu identifizieren;

/amﬂaﬂm:i/wT%M@m@@F)

T*M T*M

Im Wesentlichen fehlt an dieser Stelle nur noch eine Verallgemeinerung der
McKean-Singer Formel, um den Indexsatz zu erhalten. Diese Verallgemeine-
rung ist mit dem folgenden Satz gegeben. Fiir die Formulierung des Satzes soll
noch eine Bezeichnung eingefiihrt werden. Da D ein ungerader Operator ist,

gilt
0 D_
D_(uo)
fiir gewisse Operatoren D, und D—. Es gilt dann der folgende Satz.

2.2.17 Satz Sei D der oben konstruierte Operator und kP(-,-) der damit
konstruierte Wéarmeleitungskern . Fiir den Index des Operators Dy gilt die
McKean-Singer Formel;

index(D") = /strk?(:c,a:)dq:.
"M

Fiigt man dieses Resultat mit der Identitét

index(P) =< a7, [P] >=< 6([P]), 3(1y)) >= (—=1)3M < 5(P), [Fp-ps] >
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zusammen, so erhélt man den Indexsatz. Es ist
index(DV) = (=)™ < ¢(P), [0 ] >k,
und somit gilt

index(P) — (i)n / Tde(M)ch(E & F).

27

T*

Da das graduierte Biindel £ @& F die Symbolklasse représentiert, lédsst sich dies

schreiben als N
index(P) = <_—1> / Tdc(M)ch(a(P)).

211
T M

20



Kapitel 3

Dirac-Operatoren und
Clifford-Moduln

3.1 Clifford-Algebren und Clifford-Moduln
Bezeichne K entweder R oder C.

3.1.1 Satz Sei (V,g) ein Vektorraum iiber K mit einer bilinearen Form g.
Dann existiert eine assoziative Algebra C(V,g) mit einer linearen Abbildung
j:V — C(V,g) mit j(v)> = —g(v,v) - 1 und der folgenden Eigenschaft: ist
u:V — A eine lineare Abbildung in eine assoziative unitale Algebra mit der
Eigenschaft u(v)* = —g(v,v) - 1, so existiert genau ein Algebrenhomomorphis-
mus @ : C(V,g) — A, so dass @ o j = u. [L-M, Proposition 1.1]

Die Algebra C(V, g) heifit die Clifford-Algebra der Form g. Ist (V, g) euklidi-
scher Vektorraum, so sei Cy := C(V, g). Ist (V ® C, gc) die Komplexifizierung
des euklidischen Raumes V' und g¢ die entsprechende C-bilineare Form so
sei C = C(V ® C, g¢). Hat man einen Isomorphismus von Vektorrdumen
f:(V.g) — (V',¢') mit der Eigenschaft, dass f*¢’ = g, so induziert f einen
Isomorphismus der Clifford-Algebren f : C(V,g) — C(V',¢'). Man erhilt da-
her den folgenden Satz.

3.1.2 Satz Ist (V, g) ein komplexer Vektorraum mit bilinearer Form g und u :
V' — A eine Abbildung in eine assoziative unitale Algebra mit der Eigenschaft,
dass u(v)* = g(v,v) - 1, so faktorisiert diese Abbildung in eindeutiger Weise
durch die Clifford-Algebra C(V, g).
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Beweis: Man hat einen Isomorphismus f : (V,g) — (V,—g) gegeben durch
f(v) = div mit f*(—g) = g. Daher erhdlt man einen Isomorphismus der
Clifford-Algebren f : C(V,g9) — C(V,—g) und die Aussage folgt aus dem
Satz 3.1.1. O

Eine Darstellung p einer Clifford-Algebra C'(V,g) ist ein Algebrenhomomor-
phismus p : C(V,g) —End(W) fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum
W.

3.1.3 Definition FEin Clifford-Modul ist ein Vektorraum W mit einer Dar-
stellung einer Clifford-Algebra p : C(V, g) —End(W).

Eine Darstellung heifit irreduzibel wenn sie sich nicht als direkte Summe
zweier Darstellungen schreiben lasst. Es gilt der folgende Satz.

3.1.4 Satz Jede Darstellung einer Clifford-Algebra lédsst sich schreiben als
direkte Summe irreduzibler Darstellungen.[L-M, Satz I 5.4]

Zwei Darstellungen p; und p, heilen dquivalent, wenn ein Vektorbiindeliso-
morphismus F existiert, so dass F'op; o F~1 = p, ist. Fiir die Clifford-Algebra
eines komplexen Vektorraumes existieren je nach Dimension nur eine bzw. zwei
nicht dquivalente Darstellungen.

3.1.5 Satz Sei V ein komplexer Vektorraum und g eine nichtdegenerierte bi-
lineare Form. Bezeichne v die Anzahl der nichtdquivalenten Darstellungen der
Algebra C(V, g). Dann ist

1. v =1, falls dim(V') = 0 mod 2,
2. v =2, falls dim(V') = 1 mod 2.
[L-M, Satz I 5.7]

Mit dem letzten Satz erhélt man das folgende Resultat.

3.1.6 Satz Sei V ein komplexer Vektorraum gerader Dimension mit nicht-
degenerierter Bilinearform q. Sei C(V,q) die dazugehérende Clifford-Algebra.
Seien p : C(V,q) —End(W) und p' : C(V,q) —End(W) Darstellungen der
Clifford-Algebra als Endomorphismen des Raumes W. Dann sind p und p
dquivalent.
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Beweis: Sowohl p als auch p’ lassen sich als Summe irreduzibler Darstellungen
schreiben. Nach dem letzten Satz sind alle diese Darstellungen paarweise dqui-
valent. Die Dimension von W bestimmt die Anzahl der Summanden eindeutig.
Daher folgt die Aussage. [J

Sei nun M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Mit Hilfe der Riemannschen
Metrik kann man das Biindel der komplexifizierten Clifford-Algebren der Ko-
tangentialrdume C%., bilden. Dieses Biindel werde mit C¢(M) bezeichnet. Die
Algebra der Schnitte dieses Biindels werde mit C'(M,C°(M)) bezeichnet.

3.1.7 Definition FEin Clifford-Modul iiber der Mannigtaltigkeit M ist ein
komplexes Vektorbiindel £ iiber M mit einer Wirkung des Clifford-Algebrenbiindels
als Endomorphismen von &; ¢ : C(M) —End(€).

Beispiel: Sei V' ein Euklidischer Vektorraum der Dimension n und 7"V
sein Kotangentialbiindel. Mit der Bezeichnung & := dxj erhédlt man aus einer
Basis {zg}r=1. . eine Basis {xy, & =1, . Die Metrik auf V' induziert dann
eine Metrik gr«y auf T*V durch die Festlegungen

grev (T, 25) = g(ws, 75) ; gT*V(&afj) = g(zi, 75)
sowie
gT*V(£i7‘rj> = O\V/’l,j
Man kann dann die Komplexifizierung des Raumes T*V bilden, wobei die

Metrik zu einer C-bilinearen Abbildung fortgesetzt werde. Man hat dann den
Raum P := span{xy + i€ }x=1,. - Fiir jedes Element w dieses Raumes gilt

gr-v(w,w) = 0.
Ist {2} }x—1.., orthonormal, so gilt fiir die Vektoren wy, := 27V/2(z), + i&;,) und
Wy, := 27Y2(z, — i&,) die Identitét

gr=v (Wi, wy,) = 1; k.

,,,,,

zu {wy} dualer Basis {wy} auffassen. Nun kann man 7V als Mannigfaltigkeit
betrachten. Uber dieser Mannigfaltigkeit erhilt man das Biindel S(T*V) :=
A*P. Auf §(T*M) hat man dann eine Wirkung der komplexifizierten Clifford-
Algebra C¢(T;(T*V)) des Kotangentialraumes von TV, gegeben durch die
Festlegungen

c(w) - s 1= 2%e(w)s, falls win P C THT*V)® C
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sowie o
c(v) - s .= =22 (v)s, falls v in P C T(T*V) @ C.

4

Beispiel: Sei (M, J) eine fast komplexe Mannigfaltigkeit, d.h. M ist ei-
ne Mannigfaltigkeit mit einem Endomorphismus J : TM — TM, so dass
J? = —1. Sei TM ® C die Komplexifizierung des Tangentialraumes und J¢
die C-lineare Fortsetzung von J. Dann hat J die Eigenwerte +:. Bezeich-
ne P := T%'M das Biindel der —i-Eigenrdume dieser Abbildung und sei
S(M) := A*P. Entsprechend der Konstruktion im letzten Beispiel erhilt man
eine Wirkung des Clifford-Algebrenbiindels auf S(M). O

Aus dem néchsten Satz folgt unmittelbar, dass die Mannigfaltigkeit T'M eine
fast komplexe Struktur tragt.

3.1.8 Satz Fiir das Tangentialbiindel T(T M) der Mannigfaltigkeit T M gilt
T(TM) ~7*(TM) & n*(TM),

wobei m : T'"M — M die Biindelprojektion bezeichne. Insbesondere induziert
eine Riemannsche Metrik auf M durch Zuriickholen eine Riemannsche Metrik
auf T M.

Beweis: Sei {(U;, ;) } ein Atlas fiir die Mannigfaltigkeit M. Dann ist {(T'U;, Dy;)}
ein Atlas fiir TM. Sei n die Dimension von M und (xy,..., 2., &1, ..., &) €
0i(U;) x R™ die lokalen Koordinaten unter der Karte D¢;. Die Vektorfel-
der {0/0x1,...,0/0x,,0/0&1, ..., 0/0&, } liefern Basen der Tangentialriume von
TU;. Basen der direkten Summe 7*(7U;) & 7*(TU;) sind in diesen Koordina-
ten gegeben durch {9/0zy & 0,...,0/0z, ® 0,0 & 0/0xy,...,0 & 0/0x,}. Ein
Isomorphismus 7" ist nun in diesen Koordinaten gegeben durch

T:0/0x v+ 0/0x, ®0

sowie

Es ist zu zeigen, dass diese Definition invariant unter Koordinatenwechsel ist.
Seien dazu (2}, ..., 2, &, ..., &,) die Koordinaten unter der Karte Dy, : TU; —
©;(U;) x R™. Dann ist

/0w, = D(p; 0 p; 1)/ 0y,
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und
0/0¢}, = D(p;) o D(p:)~'0/0&, = D(p;j 0 ;)0 0.
Die Ubergangsfunktionen des Biindels T(T'M) sind in diesen Koordinaten also

gegegen durch
u,,::(D(sDijl) 0 )
Z 0 D(pjo¢i")
Da dies auch die Ubergangsfunktionen des Biindels 7*(T'M) @ 7*(T'M) sind,
erhilt man

TU;;0/0xy, = TO )0z}, = 0/0x), ® 0 = D(p; 0 ; 1)0/0xy, © 0 = U;;TD/ Dy,
und

Daher ist T invariant definiert und liefert einen globalen Isomorphismus der
Biindel. OJ

Beispiel: Sei M eine Mannigfaltigkeit und 7'M das Tangentialbiindel. Eine
fast komplexe Struktur auf TM ist in den im Beweis benutzten Biindelko-
ordinaten, die durch eine Karte der Form D¢ gegeben sind, definiert durch
die Zuordnung z; — &; und &; — —z;. Man erhélt das Biindel S(T'M). Der
Satz 3.1.8 erlaubt es, zu einer Riemannschen Metrik gy, auf M eine kanonische
Riemannsche Metrik g7y, auf T'M durch Zuriickholen der Metrik von M zu
definieren. Das Biindel T'(T'M) zerfillt nach diesem Satz in zwei Unterbiindel,
die isomorph zu 7*(T'M) sind. Diese Biindel stehen per Definition orthogonal
aufeinander. Auf jedem der Unterbiindel sei weiter g7y := 7*(gps) definiert.
Wie {iblich liefert die Metrik auf M eine Identifikation von T'M und T*M.
Man erhélt daher ebenfalls eine Metrik sowie eine fast komplexe Struktur auf
T*M und das Biindel S(T*M). O

3.2 Dirac-Operatoren

Auf dem Biindel C¢(M) der Clifford-Algebren ist ein kanonischer Zusammen-
hang gegeben, der von dem Levi-Civita-Zusammenhang auf T'M induziert
wird. Zur Definition der Dirac-Operatoren betrachtet man Clifford-Moduln,
die mit einem Zusammenhang ausgestattet sind, der mit diesem Zusammen-
hang auf der Clifford-Algebra kompatibel ist.
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3.2.1 Definition Sei &£ ein Clifford-Modul mit einer hermiteschen Metrik
<, > und metrischem Zusammenhang V. Fiir einen Einheitsvektor v € T, M C
C¢(M), gelte die Identitét

< V€, V:eg >=< €1,y > .
Der Zusammenhang V auf € geniige der Identitét
V(ve) = (Vv)-e+v - (Ve),

wobei der kanonische Zusammenhang auf C'(M,C¢(M)) ebenfalls mit V be-
zeichnet werde. Dann heifit das Tripel (€, <,>,V) ein Dirac-Biindel.

Es lasst sich auf jedem Clifford-Modul eine hermitesche Metrik und ein Zu-
sammenhang angeben, so dass dieser Modul zu einem Dirac-Biindel wird. Da-
her wird der Begriff Clifford-Modul mitunter synonym mit dem Begriff Dirac-
Biindel verwendet.

Der Zusammenhang auf einem Dirac-Biindel liefert mit der Einbettung des
Tangentialbiindels in die Clifford-Algebra eine Abbildung

V:E-TM®E—C(M)®E.

Bezeichnet I'(+) den Raum der glatten Schnitte eines Biindels, so ldsst sich auf
einem beliebigen Dirac-Biindel ein Differentialoperator D definieren durch

D:T(E) =T M)®E) —T(¢E).
In lokalen Koordinaten lésst sich dieser Operator schreiben als

szzei‘(veif),

wobei ,,-” die Clifford-Multiplikation bezeichne.

3.2.2 Definition Sei £ ein Dirac-Biindel. Der Differentialoperator, der in lo-
kalen Koordinaten gegeben ist durch

Df=Y e (Ve.f)

heiit Dirac-Operator des Dirac-Biindels &.
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Wirkt das Biindel der Clifford-Algebren von rechts, so ldsst sich anlog ein
rechts-Dirac-Operator definieren.

Ein Dirac-Operator D : I'(£) — T'(€) ist ein Pseudodifferentialoperator. Das
Symbol dieses Operators ist gegeben durch die Abbildung

o(D):T*M — End(7*(E)),

o(D): &= —if e (T"M) @ C C 7*(C°(M)) C End(7*(€)).!

Da dann o(D)(£)? = [£]? ist, ist D ein elliptischer Pseudodifferentialopera-
tor. Ein Dirac-Operator iiber einer kompakten Mannigfaltigkeit ist daher ein
Fredholm-Operator (siehe Satz P.0.16).

Beispiel: Sei M eine fast komplexe Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es wurde
das Biindel S(M) mit einer Wirkung des Clifford-Algebrenbiindels konstru-
iert. Der Levi-Civita-Zusammenhang auf 7'M induziert einen Zusammenhang
auf S(M). Mit diesen Strukturen wird S(M) ein Dirac-Biindel. Der Dirac-
Operator auf diesem Biindel ist durch den Operator 4+ 8 gegeben, wobei 9
den Dolbeault-Operator bezeichnet. Zur Definition dieses Operators siehe [W,
Seite 33]. O

Ist W ein weiteres Vektorbiindel iiber M, so erhélt man durch , twisten® mit
& einen neuen Cliffordmodul mit der Wirkung C¢(M) 3 a — c(a) ® idy €
End(€ @ W) ~ End(€) ® End(W). Es gilt dann offensichtlich der folgende
Satz.

3.2.3 Satz Sei £ ein Dirac-Biindel und W ein beliebiges hermitesches Vek-
torbiindel mit metrischem Zusammenhang. Dann ist das vertwistete Biindel
ein Dirac-Biindel.

3.3 Graduierungen auf Clifford-Algebren und
Clifford-Moduln

Eine wichtige Struktur auf den Clifford-Algebren ist durch ihre Graduierungen
gegeben.

'Der Faktor —i entsteht, weil der Differentialoperator d/0x, der zur Konstruktion der
Dirac-Operatoren entsprechend der urspriinglichen Definition verwendet wird, das Symbol
—1€ hat.
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3.3.1 Definition FEine Algebra A heifit graduiert ((Zs)-graduiert), wenn ei-
ne Zerlegung A = A© @ AW als direkte Summe von Vektordaumen A©®) und
AW existiert, die die Eigenschaft hat, dass A% AW c AW fiir i, j € Z,. Ein
Homomorphismus f : A — B zwischen graduierten Algebren heifit graduiert,
wenn f(A®D) c BY fiir i € Z,. Eine ungraduierte Algebra lisst sich als gra-
duierte Algebra aufassen durch die Festlegung A) = A. Der Grad deg eines
Elementes ist definiert durch dega =i fiir a € A%, Der graduierte Kommuta-
tor [,] ist auf einer graduierten Algebra definiert durch

[a, b]h = ab — (_1)degadegbba
fiir homogene Elemente a und b.

Die Graduierung einer Algebra ist gegeben durch die Eigenrdume einer In-
volution.

3.3.2 Definition Sei A = A ¢ AW eine graduierte Algebra. Die Involution
e, deren +1-Eigenraum durch A®) und deren —1-Eigenraum durch A" ge-
geben ist, ist ein Algebrenautomorphismus und heifit Graduierungsoperator.
Existiert eine Involution g in der Multiplikatoralgebra M(A) von A, mit der
FEigenschaft, dass der Graduierungsoperator gegeben ist durch die Zuordnung
£ :a— gag, so heifit die Algebra gerade graduiert.

Beispiel: Die Algebra M, ist gerade graduiert mit

=5 %)

Die Algebra Cs = C @ C mit der Graduierung (C§)® = {(z, ) | z € C} sowie
(€e)V = {(z, —x) | z € C} ist nicht gerade graduiert. Dies folgt sofort aus der
Kommutativitat dieser Algebra.[]

Eine Clifford-Algebra trégt immer eine natiirliche Graduierung. Die Abbil-
dung v — —wv induziert auf Cy; eine Involution, die die Graduierung liefert. Es
ist daher C¢(M) ein Biindel graduierter Algebren.

Im Fall gerader Dimension lédsst sich diese Graduierung entsprechend dem
folgenden Beispiel realisieren.

Beispiel: Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 2n mit ortho-
normaler Basis ey, ..., €3,. Das Volumenelement wy in der Clifford-Algebra Cy,
ist definiert durch

wy =1y - ... - gy

28



Da w? = 1 und wyv = —wvwy fiir alle v € V' C C§, liefert es den Graduierungs-
operator dieser Algebra;

e(v) = wyvwy.
Die Clifford-Algebra eines Raumes gerader Dimension ist also gerade gradu-
iert. [

Exakterweise sollte bei der Definition eines Volumenelementes positive Ori-
entierung der Basis verlangen. Fiir die Graduierung der Algebra ist diese Ori-
entierung allerdings ohne Bedeutung. Betrachtet man wy jedoch als Gradu-
ierungsoperator auf einem Vektorbiindel, so liefern unterschiedliche Orientie-
rungen unterschiedliche Graduierungen.

3.3.3 Definition FEin Vektorbiindel E heifit graduiert, wenn es in die Sum-
me zweier Vektorbiindel zerfillt; E = E© @ EW. Es wird auch die Be-
zeichnung E* = E© und E- := EW verwendet. Der Graduierunsopera-
tor I'P ist der Vektorbiindelendomorphismus mit dem +1-Eigenraum E+ und
-1-Eigenraum E~. Ein Endomorphismus T" eines graduierten Vektorbiindels
heifit gerade, wenn T(EW) C EW. T heiit ungerade, wenn T(E®) C EU+1).
Ein Clifford-Modul £ heifit graduiert, wenn er als Vektorbiindel graduiert
ist und die Clifford-Algebra graduiert auf diesem Biindel wirkt, d.h. es gel-
te Co(M)WEW ¢ g0+, Ein Dirac-Biindel £ heifit graduiert, wenn es als
Clifford-Modul graduiert ist und die Biindel £ orthogonal zueinander und
parallel beziiglich des Zusammenhanges sind.

Beispiel: Ist M eine fast komplexe Mannigfaltigkeit, so ist das Biindel S(M)
ein graduiertes Dirac-Biindel mit dem durch den Levi-Civita-Zusammenhang
induzierten Zusammenhang. Die fast komplexe Struktur der Mannigfaltigkeit
liefert eine Orientierung durch die folgende Festlegung. Hat M die Dimensi-
on 2n und sind {e;, J(e;)}i=1,. , linear unabhéngig, so sei diese Basis positiv
orientiert. Das Volumenelement wj; definiert einen Graduierungsoperator auf
S(M) mit den Eigenrdumen ST (T*M) = A** P und S~ (T*M) = A*+1P (vgl.
[B-G-V, Lemma 3.17 und Beweis des Satzes 3.19]).0

Ist D ein Dirac-Operator auf einem graduierten Dirac-Biindel, so ist sein

Symbol o(D) durch ungerade Endomorphismen gegeben. Daher ist D ein un-
gerader Operator. Beziiglich der direkten Summe £ = £ @ £~ lisst sich D in

der Form
0 D_
o= ( Dy 0 )
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schreiben.

Zur Definition der charakteristischen Klassen im néchsten Abschnitt wird
der Begriff der graduierten Spur benétigt. Er soll an dieser Stelle eingefiihrt
werden.

Eine Spur auf einer Algebra ist ein lineares Funktional tr mit der Eigen-
schaft, dass tr([a,b]) = 0, fir alle Elemente der Algebra. Eine graduierte Spur
(,,super trace”) auf einer graduierten Algebra ist ein Funktional str, dass die-
se Figenschaft beziiglich des graduierten Kommutators erfiillt, so dass also
str([a, b]) = 0. Ist dimV = 2k und tr die Spur auf C& mit tr(id) = 2%*, so ist
eine graduierte Spur strg auf C°(V') gegeben durch die Festlegung

strg(a) := tr(wya).

In diesem Fall ist strg bis auf einen Faktor die einzige graduierte Spur auf der
Algebra Cyj,. Der verbleibende Teil dieses Abschnittes dient einer konkreten
Darstellung dieser Spur.

3.3.4 Definition Sei V' ein orientierter Euklidischer Vektorraum der Dimen-
sion n und A*V die duBere Algebra. Fiir eine Orthonormalbasis {e;} von V
erhélt man mit Multiindizes I eine Orthonormalbasis {e;} von A*V', wobei
er == e, N...Ne fir I = (iy,...,i;). Das Berezin-integral T ist die lineare
Abbildung T : A*V' — R, die auf dieser Basis definiert ist durch

1 det({eil, "'7€in}) falls I = (il, ,ln>

0 sonst.

T(er) = {

Entsprechend dieser Definition gilt fiir eine Volumenform w auf einer orien-
tierten Riemannschen Mannigfaltigkeit

/M o= /M T(w)da.

Die komplexifizierte d&uflere Algebra eines euklidischen Vektorraumes V' ist ein
Clifford-Modul iiber der Clifford-Algebra C{, mit der Wirkung ¢, die definiert
ist durch die Festlegung

c(a) := e(a) — (a),
wobei € die duflere Multiplikation mit einem Vektor und ¢ die Kontraktion
bezeichne. Es gilt der folgende Satz.
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3.3.5 Satz Die Symbolabbildung o : C°(V') — A*V ®C, die definiert ist durch
o(a) :=c(a)l e A"V @C

ist ein Isomorphismus von A*V ® C und C¢(V'), aufgefasst als Clifford-Moduln.
[B-G-V, Satz 3.5]

Es gilt dann die folgende Aussage.

3.3.6 Satz Sei V' ein Euklidischer Raum der Dimension 2k. Jede graduierte
Spur auf der Algebra C¢(V') ist ein skalares Vielfaches der Spur strs. Fiir strs
gilt

strs(a) = (—2i)"T o o(a).

[B-G-V, Satz 3.21]

3.4 Topologische Invarianten eines Clifford-Mo-
duls

Ist £ ein Clifford-Modul iiber einer Mannigfaltigkeit M der Dimension 2n, so
lasst sich die Endomorphismenalgebra von £ schreiben als Tensorprodukt

End(€) ~ C°(M) ® Endee(ar)(£).
Dieser Faktorisierung entspricht eine Zerlegung der Kriimmung von &.

3.4.1 Satz Sei V der Zusammenhang des Dirac-Biindels £. Dann zerfillt die
Kriimmung V? unter dem Isomorphismus End(E) ~ C¢(M) @ Endeear)(€)

v? _ QS + QS/S’
wobei Q5 € A%(M,C¢(M)) in lokalen Koordinaten durch die Formel
1
QS = 1 ;(QM@“ er)c(er)c(er)

gegeben ist, und )y, die Riemannsche Kriimmung der Mannigfaltigkeit be-
zeichne. Die Form /S € A*(M, Endee(ar)(E)) heiit die relative Kriimmung
(,twisting curvature®) des Clifford-Moduls E.

[B-G-V, Satz 3.43]
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Es soll nun die relative Kritmmung des Biindels S(7* M) berechnet werden.
Dazu werden einige Vorbemerkungen gemacht. Das Biindel P ist isomorph zu
dem Tangentialbiindel T'(7*M). Eine Basis des Biindels P, aufgefasst als re-
elles Vektorbiindel, ist in lokalen Koordinaten gegeben durch {wy, iwg }r=1..._n,
wobei w;, wie im entsprechenden Beispiel des Abschnittes 3.2 definiert sei.
In diesen Koordinaten ist ein Isomorphismus der Biindel gegeben durch die
Zuordnung

V2w, — xp, + &k

sowie

Vergleiche hierzu [W, Seiten 31-32]. Das Vektorbiindel P ist ein paralleles Un-
terbiindel von T(T* M) ®C und der Zusammenhang V¥ ist die Restriktion des
Levi-Civita-Zusammenhangs auf P. Daher entspricht unter diesem Isomorphis-
mus die Kriimmungsform 27+, der Kriimmungsform des Biindels P und kann
als 2-Form mit Werten in End(P) aufgefasst werden.

3.4.2 Satz Bezeichnet (p+); den Riemannschen Kriimmungstensor der Man-
nigfaltigkeit T*M, so ist die Kriimmung von S(T*M) beziiglich einer lokalen
Basis {wy} von P gegeben durch

(VST 0Y? = 37 ( Qe g, Wr)e (i) (w0)
kl
Die relative Kriimmung von S(T*M) ist 0.
Beweis: Zuniéchst ist die Kriimmung des Biindels P gegeben durch
(VE)? =) (e ppw, W)e (wy) (7).
kl

Nach [G-H-V, Seite 328, Punkt 4.] ist dann die Kriimmung des Biindels A*P =
S(T*M) gegeben durch

J
(VS(T*M))Q (@ A...Nag) = Zal/\.../\Z(QT*ka,W)S(wk)b(wl)ai/\-~-/\aj =
i=1 kil

J
= Zal A A Z(QT*ka,Wl)e(wk)L(Wl)ai Ao Na; =
i=1 kl
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- Z<QT*kaaW)€(wk)L(m)(a1 Ao Naj).

Mit der Bezeichnung £ := S(T*M) ist die Form Qf aus dem Satz 3.4.1 dann
gegeben durch

0f = i <Z(QT*Mwi, w;)c(w;)e(w;) + Z(QT*Mwiv@j)c(wi)dwj)) -

1] ]

1 _ _ N _

= <2 ;(QT*MW; w;)e(w;)e(w;) + Z(QT*Mwi, w;) (c(w;)c(w;) + c(wi)c(wi))) ,
i#£] )

da (QT*M’UJZ', @j)C(UJZ')C(wj) = (QT*MEZ», U)j)C(EZ')C(’UJj) fir 4 7& ] Weiter ist

dann aufgrund der Clifford-Relationen und der Definition der Clifford-Multiplikation

1 (2 Z(QT*Mwi, w;)c(w;)e(w;) + Z(QT*MW@@')(C(@)C(W@') + C(wi)c(wi)))

4\ "4
i#]

- % (4 Z(QT*Mwi7wj)6(wi)L(@j) +2 Z(QT*Mwm@i)) —

i#]
1
= Z(QT*MUJ@'; Ej)e(wi)L(@j) + 5 Z(QT*Mwia wz)
i#£j i

Nun ist
Z(QT*Mwiv @l) = trﬂ'*(QM)

i

und da {2, eine reelle schiefsymmetrische Matrix ist, ist ihre Spur gleich 0;
tr() M = 0
O

Sei nun £ ein graduierter Clifford-Modul mit Graduierungsoperator I'¢ iiber
einer orientierten Mannigfaltigkeit M der Dimension n. Eine C(M)-wertige
graduierte Spur auf End(€) ist gegeben durch

stre(a) = trg(l'ca).

33



Eine C(M)-wertige relative graduierte Spur stre/s : Endeear)(€) — C(M) auf
der Algebra Endeear)(€) ist definiert durch

Strg/S(F) = 2_”/25trg(wMF).

Mit diesen GroBlen kann man den relativen Chern-Charakter eines Clifford-
Moduls definieren als

ch(&/S) = strg/sexp(—Qg/S).

Im Weiteren werden noch die A-Klasse sowie die Todd-Klasse verwendet,
deren Definitionen noch angegeben werden sollen. Die A-Klasse eines reellen
Vektorbiindels £ mit Kriimmung € ist definiert durch die Formel

A(E) = det}/” (% ) |

Fiir ein komplexes Vektorbiindel £ mit Kriimmungstensor €2 ist die Todd-
Klasse definiert. Diese ist gegeben durch

Td(E) = det@ (GQ _
Es wird in dieser Arbeit eine von der konvetionellen Schreibweise abweichende
Notation verwendet. Bei [B-G-V] wird die A-Klasse des Tangentialbiindels mit
A(M) bezeichnet. Da in dieser Arbeit sowohl die A-Klasse der Mannigfaltig-
keit M als auch der Mannigfaltigkeit T*M bendotigt wird, soll das Argument
der charakteristischen Klassen immer ein Vektorbiindel sein. Die A-Klasse ei-
ner Mannigfaltigkeit M wird also mit A(TM) bezeichnet. Die A-Klasse der
Mannigfaltigkeit 7*M wird dementsprechend mit A(T(T*M)) bezeichnet.
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Kapitel 4

K-Theorie

4.1 Grundlagen

Die grundlegenden Objekte der K K-Theorie sind die C*- bzw. Hilbert-Moduln
sowie eine spezielle Klasse von Operatoren auf diesen Moduln. In dieser Arbeit
soll die Bezeichnung C*-Modul verwendet werden.

4.1.1 Definition Ein C*-Modul (rechts-Modul) ‘H tiber einer C*-Algebra A
ist ein komplexer Banach-Raum H mit einer A-bilinearen Abbildung (,) :
HxH — A, sodass mit r,s € H und a € A gilt:

(r,sa) = (r,s)a

(r,s) = (s,7)"

(s,s) >0 fiir s >0

I M= VIl CG5o) Ml

Wegen der Nichtkommutativitéit allgemeiner C*-Algebren ist die Unterschei-
dung zwischen links- und rechts-Moduln zu machen. Alle in dieser Arbeit ver-
wendeten C*-Moduln sind als rechts-Moduln zu verstehen.

Offensichtlich ist mit dieser Definition jeder Hilbertraum ein C*-Modul iiber
C. Ein erstes interessantes Beispiel bildet der Modul der Schnitte eines Vek-
torbiindels.

35



Beispiel: Sei M eine Mannigfaltigkeit und (F,(,)) ein hermitesches Vek-
torbiindel iiber M. Der Cy(M)-Modul I'(E) der stetigen Schnitte, die im un-
endlichen verschwinden, ist ein C*-Modul mit dem inneren Produkt

4

4.1.2 Definition FEin C*-Modul H heifit abzdhlbar erzeugt, wenn er topolo-
gisch abzéhlbar erzeugt ist, d.h. wenn eine abzdhlbare Menge {e;} von Ele-
menten des Moduls existiert, so dass spana({e;}) dicht in 'H liegt.

4.1.3 Definition Sei ‘H ein C*-Modul tiber der Algebra A. Eine Abbildung
T : ' H — 'H heiBit adjungierbar, wenn eine Abbildung T™ : H — 'H existiert, so
dass

(Tz,y) = (z, T"y).

Wenn T adjungierbar ist, so ist es automatisch A-linear und beschrankt. Die
adjungierte Abbildung T™ ist dann eindeutig. Die Menge aller adjungierbaren
Abbildungen iiber ‘H ist eine C*-Algebra mit Involution * und wird mit L(H)
bezeichnet. [W-0,15.2.1,15.2.3,15.2.12]

Die Algebra L£(H) ist eine Verallgemeinerung der Algebra der beschriank-
ten Operatoren auf einem Hilbertraum fiir allgemeine C*-Moduln. Auch die
Algebra der kompakten Operatoren besitzt eine solche Verallgemeinerung.

4.1.4 Definition Sei ‘H ein C*-Modul und z,y € H. Die Abbildung 0, :
‘H — 'H die gegeben ist durch

Opy(2) == 2(y, 2)

ist eine adjungierbare Abbildung. Die C*-Unteralgebra von L(H), die erzeugt
wird von allen 0,,,, wird mit K(H) bezeichnet. Die Elemente von KC(H) hei-
fen kompakte Endomorphismen des C*-Moduls H. Diese Abbildungen sind
im Allgemeinen keine kompakten Operatoren im Banach-Raum Sinne. [W-
0,15.2.6,15.2.7,15.2.10]

Beispiel: Die kompakten Endomorphismen des Cy(M)-Moduls I'(E) fur ein
hermitesches Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M sind gegeben durch
die Schnitte des Biindels I'(End(F)), die im Unendlichen verschwinden.
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Seien H; und Hy C*-Moduln iiber C*-Algebren A; und A, sowie ¢ : A} —
L(Hs) ein Algebrenhomomorphismus. Auf dem algebraischen Tensorprodukt
Hy ® 4, Hy erhélt man die Bilinearform (21 @22, y1 ®y2), = (22, ¢((x1,¥1))y2),
wobei Hsy als links-Modul {iber A; vermoge ¢ aufgefasst wird. Sei O der Un-
terraum des algebraischen Tensorproduktes, auf dem die zu (,), gehérende
quadratische Form degeneriert. Dann ist (, ), auf (Hy; ©®a, H2)/O postiv defi-
nit. Der Abschluss dieses Raumes unter der Norm /|| (-, ), || ist ein C*-Modul
und wird mit H; ®,, Hy bezeichnet ([Bla, Definition 13.5.1]).

Beispiel: Sind £ und F' Vektorbiindel {iber der Mannigfaltigkeit M, so ist
I'(E) ®@con I'(F) ~T(E @ F).

Ein weiterer wichtiger Begriff fiir die K K-Theorie ist der Begriff der Gradu-
ierung. Die folgenden Definitionen stammen aus [K1].

4.1.5 Definition Fine C*-Algebra A heifit graduiert, wenn sie eine graduierte
Algebra im Sinne der Definition 3.3.1 ist, und die Involution * die Graduierung
invariant lasst.

4.1.6 Definition FEin Modul ‘H tiber einer graduierten Algebra A heifit gra-
duiert, wenn H = H© @ HW, HO AW c HE*+) und das innere Produkt die
Eigenschaft hat, dass (H",HY)) c AU+, Ein Operator T auf H hat den
Grad i, deg(T) = i, wenn THY) C H ). Dies liefert eine Graduierung auf
den Algebren L(H) und K(H).

4.1.7 Definition FEin Morphismus zwischen graduierten Algebren oder gra-
duierten Moduln heifit graduiert, wenn er die Graduierung invariant lésst.

Auf einem C*-Tensorprodukt (d.h. einer Vervollsténdigung des algebraischen
Tensorproduktes zu einer C*-Algebra) zweier C*-Algebren existiert eine natiirli-
che Graduierung, die gegeben ist durch deg(a ® b) = dega + degb. Die Algebra
A® B ist also eine graduierte Algebra. Es existiert noch ein weiteres natiirliches
Tensorprodukt graduierter C*-Algebren.

4.1.8 Definition Das Schiefprodukt (’skew-commutative product’ ) A® B zwei-
er graduierter C*-Algebren ist gegeben durch das Vektorraumtensorprodukt
der Vektorrdume A und B mit der Multiplikation und Involution, die gegeben
sind durch

(a®b)(z®y) = (—1) " az @by,
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sowie

(a®b)* = (_1)degadegba*®b*‘
Ist A oder B kommutativ (oder allgemeiner nuklear), so existiert nur eine
C*-Norm auf dem algebraischen Schiefprodukt.

Sind H; und H; graduierte C*-Moduln tiber A bzw. B und ist f : A — L(Hs)
ein Algebrenmorphismus, so ist das Tensorprodukt H; ® 4 Hs ein graduierter
C*-Modul iiber B mit dem inneren Produkt des einfachen Tensorproduktes
und der Graduierung deg(z ® y) = degz + degy.

4.1.9 Satz Sind H, und Hs graduierte C*-Moduln iiber A bzw. B, so ist das
Schiefprodukt H1® 4 Hs der Moduln der graduierte Modul iiber dem Schief-
produkt der Algebren mit der Multiplikation

(z&y)(a®b) := (—1) e za@yb,
und dem inneren Produkt
((68Q), (z@y)) = (—1)teeeldessrdesn) (¢ 1)D(C, y).
[K1, Seite 523]

Die Algebra £(H;)®L(Hz) ist kanonisch isomorph zu £(H;&H;). Der Ope-
rator Ty®QT, wirkt durch

(T1®T2) (1'1 ®ZE2) = (_1)degT2degr1T1x1 ®T2.T2.

Sei nun H der abstrakte Hilbertraum und A eine graduierte Algebra. Man
kann dann den graduierten Modul H, := H ® A konstruieren. Dessen Gra-
duierung sei definiert durch Hf) = H ® A®. AuBerdem lisst sich der zu Hy
oppositionelle Modul HY definieren, indem man (H7)©® := H® AY setzt. Die
direkte Summe dieser Moduln werde mit H A bezeichnet;

H A= H A D H%)
Es gilt das Absorptionstheorem fiir graduierte Moduln.

4.1.10 Satz Ist A eine graduierte Algebra und H ein abzédhlbar erzeugter
graduierter Modul iiber A, so gilt

HA OH ~ HA.
[Bla, Theorem 14.6.1]
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Es soll an dieser Stelle noch die folgende Version des Satzes 17.1.4 aus [W-O]
fiir gerade graduierte Algebren angegeben werden, die spéter benotigt wird.

4.1.11 Satz Sei A eine unitale gerade graduierte Algebra und F € L'(]I:]IA)
ein ungerader selbstadjungierter Operator mit der Eigenschaft, dass F? ~x 1.
Dann existiert ein ungerader Operator T mit 7 ~x JF, eine ungerade partielle
Isometrie V und ein gerader invertierbarer positiver Operator R, so dass T =

RV.

Beweis: Sei €4 der Graduierungsoperator der Algebra A und g € M(A) das
Element mit £4(a) = gag. Dann definiert

(3 5)

den Graduierungsoperator e,y auf £(]I:]IA). Als ungraduierte Algebra ist

L(H,) = L(H4 & Hy). Auf dieser Algebra ist eine kanonische Graduierung
gegeben durch Adjungierung mit dem Element

(1 0
9=\ o -1 )

Bezeichnet € den Graduierungsoperator € : a — gag auf L(H @ Hy,), so erhilt
man die graduierte Algebra (L(H4 @ Hy),é). Ist u das unitére Element

u::1/2(1+g 1_9),

1—9g 1+g

so erhilt man den Algebrenautomorphismus ad(u) € Aut(L(Hs @ Hy)) durch
die Zuordunung
ad(u) : a — uau®.

Es ist dann ad(u)(e(a)) = é(ad(u)(a)), und es definiert daher ad(u) einen
Isomorphismus graduierter Algebren; ad(u) : (C(Ha®Ha), e.(,)) — (L(HA®
Hy), €). Der Operator uFu* hat dann die Form

« (0 F*
ufu—(F 0>

fiir ein Element F' der ungraduierten Algebra £(H,). Nach dem Satz 17.1.4
aus [W-O] existiert dann ein 7" mit 7" ~x F, ein positives invertierbares R und
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eine Isometrie V' mit den Eigenschaften T'= RV sowie T ~x¢ V R. Daher ist
0 F~ N 0 RV~ N R 0 0o v
F 0 LRV 0 Lo R Voo

R 0 N . 0o v* N
R.—u(o R)u undV.—u(V 0 )u

und 7 := RV erhalt man den Satz. O

Zur Konkretisierung der Poincaré-Dualitdtsabbildungen wird am Ende dieses
Kapitels die Tatsache benotigt, dass auf einer orientierten Mannigfaltigkeit ge-
rader Dimension eine kanonische gerade Graduierung existiert. Sei zunéchst V
ein orientierter euklidischer Vektorraum der Dimension 2m mit positiv orien-
tierter orthonormaler Basis e, ..., €s,,. Das Volumenelement wy in der Clifford-
Algebra Cf, ist definiert durch

wy =" v ... Coy.
Ist O eine orthogonale Abbildung so gilt
wy = det(0)O(ey - ... - eam).

Hierbei bezeichne O : C& — C¢ den Algebrenisomorphismus, der auf Ebene der
Clifford-Algebren von O induziert wird. Auf einer orientierten Mannigfaltigkeit
gerader Dimension lésst sich daher das Element wj; definieren, dass in lokalen
positiv orientierten Koordinaten durch

Whr = imel C .t €2

gegeben ist. Da w3, = 1 und wyv = —vw fiir alle v € T*M C C5,,,, liefert es
den Graduierungsoperator dieser Algebra aus der Definition 3.3.2;

e(v) = wyvwyy.

Nun lésst sich C(M,C¢(M)) als graduierter Modul tiber sich selbst auffassen.
Als Modul besitzt C(M,C(M)) noch eine weitere Graduierung. Da w? = 1
liefert die Abbildung

&1 C(M,C(M)) — C(M,Ce(M))
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VU Wy

eine Graduierung. Diese Graduierung ist kein Algebrenhomomorphismus und
liefert daher nur eine Modulgraduierung. Ist (C(M,C¢(M)), e) die Algebra auf-
gefasst als Modul mit der Graduierung die durch die urspriingliche Algebra-
graduierung gegeben ist und (C'(M,C¢(M)),é) derselbe Modul mit der eben
beschriebenen Modulgraduierung, so sind die Moduln (C(M,C¢(M)),€) und
(C(M,C(M)),e) isomorph als graduierte Moduln.

4.1.12 Satz Die Abbildung
T:(C(M,C(M)),e) — (C(M,C(M)), &),

die gegeben ist durch
T(v) :=wpy v

ist ein Isomorphismus graduierter Moduln.

Beweis: Es gilt T'(ev) = £T'(v). O

4.2 Die Gruppe KK(A,B)

Bezeichne G im Folgenden eine kompakte Lie-Gruppe. Wirkt die Gruppe
vermoge Automorphismen auf einer C*-Algebra A, so heifit diese Wirkung
stetig, wenn die Abbildung g — ga von G nach A stetig ist fiir jedes a € A.
Eine C*-Algebra A heifit G-Algebra, wenn G stetig auf A wirkt. Eine gra-
duierte Algebra heifit G-Algebra, wenn die Gruppenwirkung durch graduierte
Automorphismen gegeben ist.

Ein G Modul H iiber einer G-Algebra ist ein C*-Modul mit einer Wirkung
der Gruppe als lineare Abbildungen, so dass g(xa) = (gx)(ga) gilt und die
Abbildung G x 'H — 'H stetig ist in der Produkttopologie. Ist der Modul
graduiert, so erhalte die Gruppenwirkung die Graduierung.

Ein Homomorphismus von G-Algebren oder G-Moduln ist ein dquivarianter
Algebrenhomomorphismus.

Seien A und B separable graduierte G-C*-Algebren. Dann wird K K% (A, B)
als Gruppe von Aquivalenzklassen von Kasparov-Moduln definiert.

4.2.1 Definition Seien G eine kompakte Lie-Gruppe und A und B graduierte
G-Algebren. Ein (A, B)-Kasparov-G-Modul ist ein Tupel der Form (H,F),
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wobei 'H ein graduierter B-G-Modul ist. Die Algebra A wirke auf diesem Modul
vermdége eines graduierten G-Algebrenmorphismus ¢ : A — L(H) und F €
L(H) sei ein ungerader invarianter Operator, so dass gilt:

la, F], a(F* — 1), a(gF — F) und a(F — F*) sind aus K(H) fiir alle a € A.
Sind alle diese Elemente gleich 0, so heifit der Kasparov-Modul degeneriert.
Zwei Kasparov-Moduln (H,F) und (H',F’) heilen unitir dquivalent, wenn
ein G-invarianter graduierter unitdrer Morphismus U € L(H,H') existiert,
so dass F' = U*FU gilt. Die Menge der Klassen unitir dquivalenter (A, B)-
Kasparov-G-Moduln wird mit £%(A, B) bezeichnet. Die degenerierten Moduln
werden mit DY(A, B) bezeichnet. Sind zwei Kasparov-Moduln (H;, F;) unitér
dquivalent, so wird

(Hl,Fl) ~ (HQ,fQ)

geschrieben.

Wenn nétig wird der Morphismus ¢ in die Notation aufgenommen, so dass
ein Kasparov-Modul dann durch ein Tripel (H, ¢, F) gegeben ist.

Ist G die triviale Gruppe, so wird G in der Notation unterdriickt. [K2, Definition
2.2

Ist ¢ : B — C' ein Homomorphismus von G-Algebren und (H, F) ein (A, B)-
Kasparov-G-Modul, so kann man den (A, C)-Kasparov-G-Modul (H®,,C, F&®1)
definieren. Man schreibt dann

0. (H, F) := (H&®,C, F21) € £9(A, C).

bildung C' — L(H') aus der Definition des Kasparov-Moduls mit ¢ eine Ab-
bildung B — L(H'). Man erhélt damit einen (B, D)-Kasparov-G-Modul, der
ebenfalls mit (H', F’) bezeichnet werde. Dann ist

Ist (H', F’) ein (C, D)-Kasparov-G-Modul, so liefert die Verkniipfung der Ab-
)
).

©*(H,F):= (H,F) e &%B,D).
Diese Abbildungen bilden degenerierte Moduln auf degenerierte Moduln ab.
4.2.2 Definition Eine Homotopie von Kasparov-G-Moduln (Hg, Fo) und (Hq, F)

aus EY(A, B) ist gegeben durch einen Modul (H,F) € £%(A, B @ C([0,1]))
mit der Figenschaft, dass

(fo)«(H, F) = (Ho, Fo) bzw. (f1)«(H, F) ~ (H1, F1)
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gilt. Hierbei bezeichne f; : B ® C([0,1]) — B die Auswertungsabbildung an
der Stelle t. Die Menge der Homotopieklassen wird mit K K% (A, B) bezeichnet.
Ist G trivial, so wird auch K K (A, B) geschrieben. Homotopie von Moduln soll
durch die Schreibweise

(Ho, Fo) ~ (H1, F1)

bezeichnet werden. [K2,Definition 2.3]

Es gilt nun der folgende Satz.

4.2.3 Satz KKY(A, B) ist eine Gruppe mit der Addition, die definiert ist
durch die Festlegung

[Hy, F1] + [Ha, Fo) := [H1 © Ha, F1 © Fo.
[K2, Proposition 2.4]

4.2.4 Definition Sei (H,F) ein (A, B)-G-Kasparovmodul. Ist (H,F’) ein
weiterer (A, B)-G-Kasparov-Modul und gilt (F—F")a € K(H), so heifit (H, F")
eine kompakte Storung von (H,F). Man schreibt

F i F
[Bla, Definition 17.2.4]

Die Bezeichnung
F o~ F

wird auch verwendet, um auszudriicken, dass zwei adjungierbare Operatoren
auf einem C*-Modul £ sich nur um einen kompakten Operator unterscheiden;

F = F in L()/K(E).

4.2.5 Satz Ist (H,F’) eine kompakte Stérung von (H, F) so sind (H,F’) und
(H, F) homotop und es gilt

[(H,F] = [(H,F)] € KK°(A,B).
[Bla, 17.2.5]

4.2.6 Satz Seien A, B und C G-C*-Algebren und (H, F) ein Modul in E¢ (A, B).
Dann ist (H,F) homotop zu einem Modul (H,F') mit der Eigenschaft, dass
gF =F firgeG.
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Bewelis: Sei

f”=:/gfdu@%
G

wobei p das haarsche Mafl auf GG sei. Dann ist F’ eine kompakte Stérung von
F. Daher folgt die Aussage mit dem letzten Satz. [J

Beispiel: Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus graduierter Algebren. Fasst
man B als rechts-Modul iiber sich selbst auf und ¢ als Homomorphismus ¢ :
A — B C L(B), so erhélt man den (A, B)-Kasparov-Modul (B,0). Es wird
die Bezeichnung

[e] == [(B,0)] € KK(A, B)

verwendet.[]

Fiir geometrische Anwendungen der K K-Theorie sind Algebren der Form
Co(X) fiir einen lokal kompakten Raum von besonderem Interesse. Man kann
zeigen, dass eine solche Algebra genau dann separabel ist, wenn X metrisier-
bar ist. In dieser Arbeit wurden die K K-Gruppen nur fiir separable Algebren
definiert, da die in diesem Kontext auftretenden Réume ausschlieflich Man-
nigfaltigkeiten oder deren Einpunktkompaktifizierungen sind und daher me-
trisierbar sind. Die Separabilitdt dieser Algebren ldsst sich in diesem Fall z.B.
mit dem Satz von Stone Weierstrass zeigen. In folgenden Beipielen und Satzen
wird mitunter trotzdem nur verlangt, dass X lokal kompakt ist. Die Aussa-
gen sind dann bei entsprechender Verallgemeinerung der Definitionen immer
noch richtig. Im Zweifelsfall soll ,,lokal kompakt“ jedoch ,lokal kompakt und
metrisierbar® bedeuten.

Beispiel: Sei (X,Y) ein kompaktes Paar nach [A]. Das heiit X ist ein lokal
kompakter Raum und Y = Y C X eine abgeschlossene Teilmenge, so dass
X/Y kompakt ist. Seien des Weiteren E* und E~ Vektorbiindel iiber X und
F : ET — E~ ein Biindelhomomorphismus, so dass F' |y ein Isomorphis-
mus der eingeschriankten Biindel ist. Ein solches Tripel beschreibt ein Element
der relativen K-Theorie K(X,Y) (vgl. [A]). In KK(C, Cy(X)) erhélt man ein
Element mit der folgenden Konstruktion. Zunéchst léasst sich F' auffassen als
Modulhomomorphismus vermége

(Ff)(z) = F(f(z)), f €eT(ET),z € X.

Fasst man F |, +F |, als Element der Algebra End(I'(E™ |y @E~ |y) auf,
so definiert er dort ein invertierbares Element.
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Nun ist in einer C*-Algebra A der Raum der invertierbaren Elemente homo-
top zum Raum der unitdren Elemente. Um dies zu sehen, fasst man zunéchst
A als rechts Modul iiber sich selbst auf. Die Multiplikation von links liefert
eine Interpretation von A als Modulendomorphismen; A C £(.A). Die Polar-
zerlegung liefert fiir ein invertierbares T ein unitidres Element U € L(A), so
dass T' = U|T|(|W-O, Proposition 15.3.7]). Da fiir den .A-Modul A gilt, dass
K(A) = Aund L(A) ~ M(A) nach [W-0,15.2.12], erhiilt man L£(A) = A,
denn die Multiplikatoralgebra einer unitalen Algebra ist die Algebra selbst [W-
0,2.2.4]. Es ist daher U € A, und man erhilt eine eine Homotopie von T' nach
Uin A durch T, := U|T|*, t € [0,1].

Es existiert daher ein zu F |y @F |;' homotoper Biindelmorphismus H, der
iiber Y durch unitire Abbildungen gegeben ist. Man erhélt einen Modul

(P(Eﬂ & T(E), ( o )) .

Dieser definiert ein Element aus K K (C, Cy(X)). Die Graduierung sei von der
direkten Summe induziert. Die Eigenschaft, dass H*H — 1 aus K(I'(E™) @
['(E7)) ist, folgt aus der Tatsache, dass dieses Element ein Endomorphismus
mit kompaktem Trager ist.[]

Zu den Aussagen iiber Pseudodifferntialoperatoren in den néchsten Beispie-
len zieche man den Anhang iiber PDO am Ende der Arbeit heran.

Beispiel: Ist M eine kompakte Mannigfaltigkeit, so definiert das Symbol
eines elliptischen PDO P : E — F der Ordnung p > 0 ein Element aus
KK(C,Cy(T*M)), entsprechend der folgenden Konstruktion. Man formt zunéchst
den Operator P := P(1 4 P?)~Y/2 wobei

0o P
(5 )

Dann ist P ein elliptischer PDO der Ordnung 0. Ist a € SY(T*M) ein belie-
biger Reprisentant des Hauptsymbols (vgl. Definition P.0.11) von P, so gilt
a*>—1 e KT(E®F))und a—a* € K(T(E®F)). Daher definiert (I'(E® F), a)
einen (C, Co(T*M))-Modul. Ist ' ein weiterer Repriasentant des Symbols, so
ist a—a € K(I'(E @ F)) und daher ist (I'(E @ F), d’) eine kompakte Storung
von (I'(E @ F),a). Somit ist die Symbolklasse [0(P)] € KK(C,Cy(T*M))
wohldefiniert durch die Festlegung [o(P)] := [(T(E & F),a)]. O
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Beispiel: Sei M eine beliebige, nicht notwendigerweise kompakte Mannigfal-
tigkeit. Es soll gezeigt werden, dass ein elliptischer Pseudodifferentialoperator
mit eigentlichem Tréger ein Element aus K K (Cy(M),C) definiert. Sei dazu

P:FEF—F

ein elliptischer PDO der Ordnung p > 0 zwischen Vektorbiindeln £ und F' iiber
M. Sei L*(E & F) der Hilbert-Raum der L?-Schnitte des graduierten Biindels
E @® F. Man formt den Operator P := P(1 + P*)~%/2 wobei

0 P
(5 )

(L*(E® F),P)

mit der Wirkung von Cy(M) als Multiplikationsoperatoren auf L*(E & F) ist
ein Kasparov-Modul und représentiert eine Klasse in K K (Cy(M),C). Diese
wird mit [P] bezeichnet.

Es sind die Eigenschaften eines Kasparov-Moduls zu iiberpriifen. Hierbei
geniigt es, sich auf glatte f mit kompaktem Trager zu beschrinken, wegen
deren Dichtheit in Cy(M). Zunichst ist f(1 —P?) = f(1 + P*)~! kompakt fiir
alle glatten f mit kompaktem Tréger, da das Bild dieses Operators in dem
Sobolev-Raum H?(supp(f)) liegt, und dessen Einbettung in L?(M,E & F)
nach dem Satz von Rellich kompakt ist. Die Kompaktheit des Kommutators
wird wie im Beweis des Lemmas 4.2 aus [K2] mit der Methode aus [B-J] gezeigt.
Der Operator [P, f] hat die Ordnung 0 und kompakten Triger, da der Tréger
von P eigentlich ist. Nun kann man den Operator P in der Form

Das Tupel

P= 2/7?/ P(1+ A+ P?)~'dx
0
schreiben, wobei das Integral in der starken Operatortopologie konvergiert.
Damit ergibt sich fiir den Kommutator die Darstellung

1

[P, fl=2/m /OOO (1+ A+ PQ)_1 (1+N)[P, f]+ P[P, fIP) (L 4+ X*+ P?) " dA.

Die Operatoren unter dem Integral sind fiir jedes A kompakt. Auerdem ist die
Zuordnung A — (14 X2 +P?) ™ (14 A2)[P, f] + P[P, f]P) (1 + A2+ P?) ™" ste-
tig in der Normtopologie, und es ist || P(1 4+ A2 4+ P?)~! ||[< AL, Daher gilt

| (424 P%) 7 (1 )P f] PP, SIP) (14X 4 P?) 7 1<
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C min < sup || (1+ A+ P?)*1 (L+ )P, f1+ P[P, fIP) (1 + X + P2)’1 |, A2
A€0,1]

fiir eine geeignete Konstante C. Das Integral konvergiert daher in der Normto-
pologie. Wegen der Abgeschlossenheit des Raumes der kompakten Operatoren
in dieser Topologie ist [P, f] also ein kompakter Operator. [J

4.2.7 Definition Sei X ein lokal kompakter Raum und Co(X)" die Unita-
lisierung der Algebra der im Unendlichen verschwindenden Funktionen. Sei

weiter E C X x C" ein eingebettetes Vektorbiindel, so dass der Modul der
stetigen, im Unendlichen verschwindenden Schnitte T'(E) gegeben ist durch
['(E) = pCo(X)"

fiir eine Projektion p € M, (Cy(X)"). Diese Projektion ldsst sich eindeutig
schreiben als Summe einer Projektion p.,, € M, und einer Funktion p €
M, (Co(X));

P = Poo +D-
Dann heiit supp(F) := supp(p) der Trager des Vektorbiindels.

4.3 Zusammenhang zwischen K und KK

Es existieren verschiedene Definitionen der K-Theorie Gruppen fiir lokal kom-
pakte Rdume, die als bekannt vorausgesetzt werden und daher hier nur kurz
beschrieben werden. Atiyah definiert K°(X) fiir kompaktes X in [A] mit Hilfe
von Vektorbiindeln. Ferner hat man die Gruppe K,(C(X)), die durch Aquiva-
lenzklassen von Projektionen in der C*-Algebra C'(X) gegeben ist. Siehe hierzu
z.B. [H-R] oder [Bla]. Bezeichnet p die Projektion mit der Eigenschaft, dass

I'(E) = pC(X)",
fiir ein eingebettetes Vektorbiindel F, erhilt man eine Zuordnung
E—T(E)—np
von KY(X) nach Ky(C(X)). Es gilt die folgende Aussage.

4.3.1 Satz Die Zuordung
E—T(E)—0p

induziert einen Isomorphismus K°(X) ~ Ky(C(X)). [G-V-F, 3.21]
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Ist der Raum X nicht kompakt, so wird zunéchst die Einpunktkompaktifi-
zierung Xt gebildet, und K°(X) als Kern der Abbildung

" KY(XT) = K°(+)

definiert, wobei
i+ = X7

die Inklusion bezeichne. Diese Definition der Gruppe K°(X) geht unter der
Anwendung des Funktors Cj iiber in die Definition von Ky(Co(X)) fiir die
nicht unitale Algebra Cy(X) [Bla, Definition 5.5.1].

Um den Zusammenhang der verschiedenen Definitionen der K -Theorie Grup-
pen mit den in dieser Arbeit verwendeten K K-Gruppen herzustellen, sollen
explizite Identifikationen der verschiedenen K- und K K-Gruppen angegeben
werden.

4.3.2 Satz Sei A eine unitale Algebra. Es existiert eine kanonische Isomorphie
der Gruppen Ky(A) und KK (C, A). Diese ist gegeben durch die Zuordnung

[p] = [g] = (p(H" @ A) ® q(H™ @ A),0),

wobei die Graduierung des Kasparov-Moduls von der direkten Summe herriihre.
Die Umkehrung dieser Abbildung, aufgefasst als Isomorphismus

KK(C,A) — Ky(A),

heiBt verallgemeinerter Fredholm-Index.!

Beweis: Zunichst ist ein beliebiger (C, A)-Kasparov-Modul gegeben durch
ein Element (H* @H~,T). Man kann nun zu diesem Modul den degenerierten
Modul

(Ao H ) ® A,1)

hinzuaddieren, wobei H™ und H~ zwei Exemplare des abstrakten separablen
Hilbertraumes seien und
- ( 01 )
: N

Dieser und der folgende Satz gelten in allgemeinerer Form; siehe [Bla,17.5.5]. Die dortige
Argumentation wird hier im Wesentlichen iibernommen.
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Man erhélt den Modul (H* @ H- @ (Ht* @ H)Q A, T ® 1) ~ (Kt @ H~,T)
(vel. Satz 4.2.3). Das Absorptionstheorem von Kasparov ([Bla,13.6.2]) liefert
die Aquivalenz von Kasparov-Moduln

(HtoH )9 AoH e H ,Tel)~(H ¢H)®A,T)

fiir einen gewissen Operator 7. Nun ist (72 —1) e K@ A ~ K(HT®H ) ® A)
und daher ist 7 in der Algebra Q(A) := L((HT®H )® A)/K® A invertierbar.
Da A unital ist, existiert dann nach 4.1.11 eine partielle Isometrie V € L((H" @

H™) ® A) von der Form
0o Vv
V= ( Voo ) ’

so dass (HF @H™)® A, V) homotop zu dem Modul (Ht @H™)® A, 7) ist. Es
sind dann wegen (V2 —1) € K((H* ®H ) ® A) die Projektionen p := 1 —V*V
sowie ¢ := 1 —VV* kompakt. Daher ist ((Ht* ®H ™) ® A, V) die direkte Summe
eines degenerierten Moduls sowie des Moduls (p(H* ® A) @ ¢(H~ ® A),0). Da
die Projektionen kompakt sind, sind dies endlich erzeugte projektive Moduln
iiber der Algebra A und ihre Differenz definiert ein Element in Ky(A). Da die
Aquivalenz von Projektionen ([W-O, Definition 6.1.1]) die unitére Aquivalenz
von Kasparov-Moduln impliziert, ist die Abbildung

[p] = lg] = (p(H" @ A) & q(H” @ A),0)
als Abbildung Ky(A) — KK(C,A) wohldefiniert und surjektiv. Nun wurde

gezeigt, wie aus einem beliebigen Kasparov-Modul iiber A zwei Projektionen
aus A ® K gewonnen werden konnen, die diesen eindeutig definieren. Wen-
det man diese Konstruktion auf eine Homotopie von Kasparov-Moduln an, so
erhilt man entsprechend Projektionen p; und ¢ aus A ® K ® C([0,1]). Man
erhélt Homotopien py ~ p; sowie ¢y ~ ¢; und daher stimmen die von diesen
Projektionen definierten Elemente in Ky(A) iiberein ([W-0,5.2.10]). Daher ist
die Abbildung Ky(A) — KK(C, A) injektiv und somit ein Isomorphismus. [J

Ist X nicht kompakt, so ist KK(C,Cy(X)) im Gegensatz zu K°(X) un-
abhingig von KK (C,C(X™")) ~ Ky(C(X*)) definiert. Es lisst sich jedoch
KK(C,Cy(X)) als Untergruppe von K K (C,C(X™")) auffassen, und es gilt der
folgende Satz.

4.3.3 Satz Der verallgemeinerte Fredholm-Index induziert einen Isomorphis-
mus der Untergruppen KK(C,Cy(X)) € KK(C,C(X™)) und Ky(Cy(X)) C
Ko(C(XT)).
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Beweis:
Im letzten Satz wurde gezeigt, dass sich jedes Element der Gruppe K K (C, C(X ™))
repréasentieren ldsst als Kasparov-Modul der Form

(p(H" @ C(XT)) @ q(H™ @ C(XT)),0) ~ (T(E) @ T(F),0).

Bezeichnet + — X die Inklusion des Punktes + und bezeichnet ¢ die ent-
sprechende Abbildung auf der Ebene der Algebren, so ist

e«([pl = la]) = 0 € Ko(C)

fir [p] —[¢] € Ko(Co(X)) nach Definition dieser Gruppe. Da zwei Projektionen
in Ky(C) genau dann das gleiche Element definieren, wenn sie den gleichen
Rang haben, haben die durch die Projektionen definierten Vektorbiindel F
und F' die gleiche Dimension. Es existiert daher eine unitdre Matrix U € M,,,
so dass fiir die Fasern im Punkt + gilt

UE+U* - F+.

Da unitér dquivalente Kasparov-Moduln das gleiche Element in den Kasparov-
Gruppen definieren, kann man von vornherein annehmen, dass £, = F;. Nach
dem Lemma von Tietze lasst sich die Identitdtsabbildung dieser Fasern zu
einem Isomorphismus in einer Umgebung von + ausdehnen. Schneidet man
diesen Isomorphismus mit einer Abschneidefunktion die in + gleich 1 ist ab,
so erhélt man einen Morphismus 7" : I'(E) — I'(F). Der Kasparov-Modul
(I(E)®T'(F),T) ist dann als (C, C'(X™))-Modul homotop zu (I'(E)®T'(F),0)
vermoge der Homotopie t — t - T'; ¢t € [0, 1]. Man erhélt also

(N(E)e (F),T) ~ (I'(E) & T'(F),0).

Aus der Wahl von T folgt T?(+) — 1 = 0 und daher liegt dieser Modul in
E(C,Ch(X)) C E(C,Ch(XT)). Es liegt also das Bild von Ky(Co(X)) unter der
Zuordnung

[p] = [g] = (p(H" @ C(XT)) @ ¢(H™ @ C(XT)),0)

in KK (C, Cy(X)). Auf der anderen Seite folgt aus der Kasparov-Moduleigenschaft,
dass die Vektorbiindel E und F eines Moduls (I'(E) @ T'(F),0) € £(C, Cy(X))
gleichen Rang haben. Daher stimmen die Bilder der Projektionen p und ¢, die
diese Biindel definieren, in Ky(C) iiberein;

e([p] = [a]) = 0 € Ko(C).
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Daher stimmt das Bild von Ky(Cy(X)) in KK(C,C(X™)) mit KK(C, Cy(X))
iiberein. [

Sei a € KY(T*M) ~ KK(C,Co(T*M)) ein Element der K-Theorie des Ko-
tangentialbiindels. Dieses léasst sich représentieren durch die formale Differenz
zweier Vektorbiindel;

K°T*M) > a = [E] — [F).

Auch in KK(C,Cy(T*M)) lésst sich ein Element so représentieren, dass der
graduierte Modul die gesamte Information iiber dass Element enthélt.

4.3.4 Satz Jedes Element der Gruppe KK (C,Co(T*M)) lésst sich représen-
tieren durch einen Kasparov-Modul

(M(E) e T(F),T)
der folgenden Form:

1. Die Vektorbiindel E und F sind in T*M x C" eingebettete Biindel. Es
existiert eine beschrankte Umgebung U von M C T M mit der folgenden

Figenschaft: Es existiert ein Unterraum V C C", so dass E |p-y\u=
Flpanv= (T"M\U) x V . I'(E) ist der positive Teil der Graduierung.

2. Der Operator T ist gegeben durch den Multiplikationsoperator

wobel ¢ eine stetige reellwertige Funktion sel, die auf U verschwindet
und auBerhalb einer beschrinkten Umgebung Uy von U konstant gleich
1 ist.

Beweis: Jedes Element in K K (C, Cy(T*M)) ist nach den letzten beiden Sétzen
gegeben durch einen Modul der Form

(IE)e T'(F),T).

Im Beweis des Satzes 4.3.3 wurde gezeigt, dass der Modul so gewihlt werden
kann, dass £, = F, und T, =id fiir den Kompaktifizierungspunkt +.
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Seien pg und pr die Projektionen in M, (Co(T*M)*) mit
['(E) = peCo(T"M)"

und fiir F' analog. Diese Projektionen p sind gegeben durch eine Summe der
Form

P = Poo + D;
wobei p eine Matrix von Funktionen aus Co(7T*M) ist und po, € M, die Pro-

jektion in der Matrixalgebra mit V' = p,,-C" ist. Definiert man mit der Metrik
|| - || auf dem Biindel T*M die Funktion

= arctan(|| £ )6/ | € 1],
so gilt
V() € Mn(Co(BrpM)) C M (Co(T™M)).

Hierbei sei B ,M C T*M das Biindel der Kugeln mit Radius /2 in dem
Biindel T*M. Diese Projektion definiert wiederum ein Vektorbiindel E iiber
T* M, welches zu E/ homotop ist vermége der Homotopie

Hy(€) = t - arctan(1/¢ || € [)-&/ || € || ., fiir ¢ >0 und

Hy (&) =¢ , firt=0.

Wendet man diese Homotopie auf den gesamten Kasparov-Modul an, so erhélt
man die Vektorbiindel £ und F', die auflerhalb einer Umgebung von M C T*M
identisch sind, so dass mit den entsprechenden Biindelprojektionen p.) und
dem entsprechenden Operator T' gilt

pg(r) = pp(z) =V, T, = 1 fiir alle = ¢ Cy( e M).

Ist ¢ : T*M — [0,1] eine Funktion, die auf einer Umgebung von B* oM C
T*M verschwindet und auf einer Umgebung von + konstant 1 ist, so ist

(,DT ~iC T
Der Modul (I'(E) @ I'(F), ¢T) hat die im Satz beschriebene Form. [J

Die eben durchgefiihrte Deformation fithrt dazu, dass die resultierenden Biindel
jeweils einen kompakten Tréger besitzen. Es gilt also der folgende Satz.

4.3.5 Satz Jedes Element der Gruppe K°(T*M) ldsst sich repréisentieren als
Difterenz zweier Vektorbiindel mit kompaktem 'Trédger im Sinne der Definition
4.2.7.
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4.4 Das Kasparov-Produkt

Das Kasparov-Produkt wird benétigt zur Definition der Paarung von K-Theorie
und Homologie sowie zur Definition der Dualitédtsabbildungen. In diesem Ab-
schnitt werden nur abstrakte Definitionen gegeben, die in folgenden Abschnit-
ten mit Beispielen unterlegt werden. Die allgemeine Form dieses Produktes
lasst sich zurtickfithren auf ein spezielles Produkt der Form

KKYA,B) x KK%(B,C) — KKY(A,C).

Dieses sei zunéchst definiert.
Seien (Hy,F1) € E9(A, B) und (Ha, F2) € EY(B,C). Zunichst wird das
Tensorprodukt
H1&5Ho

graduierter Moduln gebildet. Auf diesem Modul hat man zunéchst den Ope-
rator F;®id. Ein Operator id®F, lisst sich nicht ohne weiteres definieren, da
F>, nicht B-linear ist. Es wird daher der Begriff des Zusammenhangs (,,connec-
tion*) eingefiihrt.

4.4.1 Definition Sei T, der Operator von H; nach H,1®gHs, der gegeben ist
durch die Definition
T, : y — 2Qy.

Sein adjungierter Operator ist gegeben durch die Zuordnung
TF : 2Qy —< 2,2 >p Y.
Ein Operator F € L(H1®Hs) heiBit Fy-Zusammenhang, falls [Fy © F, Tm] €

K(Hy @ Hi®pHs);
- 0 T
7, = ( 0 )

Es gilt dann der folgende Satz.

[Bla, Definition 18.3.1]

4.4.2 Satz Seien A und B separable G-Algebren. Dann existiert ein Fy-Zusammenhang
F auf H1®pH, mit den folgenden Eigenschaften:

1. (H1®pHs, F) ist ein Kasparov-G-Modul.
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2. a[Fi®id, Fla* > 0modK (H,®pHs).

Ist F' ein weiterer F-Zusammenhang mit diesen Eigenschaften, so sind die Mo-
duln (H1®pHs, F) und (H1®pHs, F') homotop in E4(A, C). Das Kasparov-
Produkt von [(Hy,F1)] und [(Ha, F2)] ist definiert als

[(H1, F1)] @5 [(Ha, F2)] := [(H1®&pH2.F)).

[K2, Definition 2.10][K2, Theorem 2.11][K2, Theorem 2.14]

Sei ¢ : B — C' ein Homomorphismus graduierter Algebren und bezeichne [¢]
das entsprechende Element in K K%(A, B). Ist (H,F) ein (A, B)-G-Modul, so
lésst sich leicht nachpriifen, dass mit diesen Bezeichnungen gilt

ol (H, F)] = (M, F)] @3 [¢]
Fiir einen (C, D)-Modul (H', ') erhilt man
(p*[(H/,F,)] = [90] ®c [(Hlvf/)}

Seien nun A; und As; sowie B; und By und D graduierte separable G-
Algebren. Die allgemeine Form des Kasparov-Produktes ist eine bilineare Ab-
bildung

KKY Ay, Bi®D) x KK%(A,®D, By) — KK(A;®Ay, Bi®By).

Diese Form des Produkts wird zur Konstruktion der Poincaré-Dualitéitsabbil-
dungen verwendet. Die Definition dieses Produktes geschieht iiber die folgende
Hilfskonstruktion. Ist D eine graduierte G-Algebra, so ist der Homomorphis-
mus 7p definiert durch

0 : KK%(A,B) - KK¢(A®D, B&D);

(E,F) — (E®D, F®id).

Fiir v € KKY(Ay, Bi®D) und y € KKY(A,®D, By) erhiilt man die Elemente
Ta,(7) € KK9(A1®Ay, BiI® DR Ay) sowie 7, (y) € KKY(A:® DBy, By®By)
KK%(B,®D&®Ay, Bi®B,). Man definiert dann mit Hilfe des oben eingefiihrten
Produktes und der Abbildungen T,

T Op Y = T, (%) @p g a,ep T8, (y) € KK (A1 A;, Bi®By).
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Insbesondere erhiilt man ein dufieres Produkt K K¢ (A, B) x K K% (A, By) —
KKC%(A,®Ay, Bi®B,). Die Abbildung 7p lisst sich nun selbst als Kasparov-
Produkt realisieren. Fiir z € KK%(A, B) gilt

TD(JJ) :J}@(C 1D:1D®(C377

wobei 1p € KK (D, D) der Modul (D, 0) aus £9(D, D) sei, der D als Modul
iiber sich selbst auffasst.

Eine wichtige Eigenschaft des Kasparov-Produktes ist seine Assoziativitét.
Fiir den Fall des einfachen Produktes ist diese durch den folgenden Satz gesi-
chert.

4.4.3 Satz Seien A, D1, Dy und B separable graduierte GG-Algebren. Seien
desweiteren v € KKY(A,Dy), y € KK%(Dy,D,) sowie z € KKY(Ds, B)
gegeben. Dann gilt

(@D, y)®p,2 = TQp, (YR p,2)-
[K2, Theorem 2.14]

Fiir einen Homomorphismus ¢ : B — C und (H,F) € £Y(A, B) sowie
(H', F') € £9(C, D)-Modul erhilt man

[(H, F)l @B ¢"[(H', F)] = @u[(H, F)] @c [(H', F')].

Die Assoziativitdt wird in einem folgenden Abschnitt benétigt, um die Ver-
traglichkeit der dort eingefithrten Dualitdtsabbildungen mit der Homologiepaa-
rung zu zeigen. Diese Homologiepaarung lédsst sich nun durch das Kasparov-
Produkt definieren.

4.4.4 Definition Sei A eine graduierte separable C*-Algebra undx € KK(C, A)
undy € KK(A,C). Dann ist eine Z-wertige Homologiepaarung von K -Theorie
und K-Homologie definiert durch die folgende Zuordnung;

<T,Y >=r Q@Y.

Die Identifikation K K (C, C) = Z erfolgt tiber den Index von Fredholm-Operatoren.

Im Falle der K-Theorie einer kompakten Mannigfaltigkeit hat diese Homo-
logiepaarung eine einfache Interpretation. Um diese anzugeben sei zunéchst
fiir einen PDO auf einer Mannigfaltigkeit seine Vertwistung mit einem Vek-
torbiindel definiert.
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4.4.5 Definition Sei P : F — F ein PDO und W ein graduiertes Vek-
torbiindel auf auf einer Mannigtaltigkeit M. Man erhélt die graduierte Algebra
End(W). Bezeichne o(P) das Symbol des Operators P, aufgefasst als unge-
rader Endomorphismus des Biindels n*(E @& F'), wie im Beispiel im zweiten
Abschnitt dieses Kapitels beschrieben. Hierbei sei w : T*M — M die Biindel-
projektion. Man kann dann das graduierte Biindel W&(E & F) sowie den
Endomorphismus idy ®o(P) des entsprechenden zuriickgeholten Biindels bil-
den. Fasst man diesen wiederum als Symbol auf, erhélt man den vertwisteten
Operator, der mit P" bezeichnet werde und bis auf einen glittenden Operator
eindeutig bestimmt ist. Ist P elliptisch, so ist auch PV elliptisch.

4.4.6 Satz Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit, P : FF — F ein elliptischer
Pseudodifferentialoperator positiver Ordnung auf M und W ein (ungraduier-
tes) Vektorbiindel. Dann definiert P das Element [P| = [(L*(E & F),P)] €
KK(C(M),C), wie im Beispiel auf Seite 46 beschrieben. Das Kasparov-Produkt
der Elemente [P] € KK(C(M),C) und [W] € KK(C,C(M)) ist gegeben
durch
(W] Qo (M) [Pl = [(LQ(Mv W®(E b F))7PW))] .

Fasst man das Produkt als Z-wertige Paarung auf, so liefert es den Index des
vertwisteten Operators;

< [W],[P] >= index(P").

Beweis: Das Biindel W definiert ein Element in der K K-Theorie durch die
Festlegung

(W] :=[T(W),0)].
Der Operator definiert das Homologieelement

[P] = [L*(M,E & F),P))].

Es wurde schon festgestellt, dass der Operator PV ein elliptischer PDO ist,
wenn P elliptisch ist. Daher ist unmittelbar klar, dass der Modul

(L*(M,W&(E & F)),P"))

ein Element in K K (C,C) definiert. Der Operator P" sei hier der beschrink-
te Operator, der auch bei der Definition von Homologieelementen aus ellip-

tischen Operatoren auftaucht. Aulerdem ist die Isomorphie von graduierten
C*-Moduln

LA(M,W&(E @ F)) =~ T(W)&cunL* (M, E & F)
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gegeben. Vergleicht man dies mit der Definition des Kasparov-Produktes, so
bleibt nachzupriifen, dass PV ein P-Zusammenhang ist. Dazu werde ange-
nommen, dass W ein eingebettetes Vektorbiindel ist; W C C™ x M.

Ist dann x = ), x;w; ein Schnitt aus I'(W), wobei w; den konstanten Schnitt
in dem Vektorbiindel C" x M mit dem Wert w; = (0, ..., 1, ...,0) bezeichne, die
1 stehe an der i-ten Stelle, so wirkt der Operator PV durch die Zuordnung

N w N
TRy [ Z w;QPx;y.

Mit dem bei der Definition des Begriffs des Zusammenhangs eingefiihrten Ope-
rator T, ist dann

(T, oP —PY oT,)(s) = inwz@Ps — Z w;QPw;s,

so dass also
(Tz o 73 . PW o Tx)(5> — ZIUZ@[[EZ,P]S

Da die Operatoren [z;, P] kompakt sind und die Summe endlich ist, ist (7} o
P—PWoT,): LA(M,E®F) — L*(M,W&(E®F)) ein kompakter Operator.
Mit einer analogen Rechnung erhilt man, dass auch der Operator (T o PV —
PoT)): LA(M,W®(E @ F)) — L*(M,E @ F) kompakt ist. Dies zeigt, dass
PW ein P-Zusammenhang ist. [J

Im Falle einer allgemeinen separablen C*-Algebra ist die Konstruktion des
Kasparov-Produktes mit diesen einfachen Methoden nicht mehr méglich. Fiir
dieses allgemeine Produkt wird das technische Lemma von Kasparov benotigt.
Um eine moglichst explizite Darstellung in den hier benétigten Féllen zu er-
halten, wird dieses Lemma in einer speziellen Version, wie sie fiir das Produkt
iiber nichtkompakten Mannigfaltigkeiten geniigt, bewiesen.

Zunichst ldsst sich auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit fiir € > 0 der
Operatorkern

5.(x,y) == { pe(x) texp (—1/(e — d(z,y))?) fir d(z,y)* <e

0 sonst.

definieren, wobei d die Abstandsfunktion bezeichne, die von der riemannschen
Metrik erzeugt wird. Die Funktion p. ordne einem Punkt x das y-Integral der
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Funktion exp(—1/(e — d(z,y))?) zu. Ist v : M — R* eine stetige Funktion, so
seil zunachst §, durch

0u(,y) = plyexp (—1/(v(@) — d(z,y))?)

definiert. Dann sei

0u(,y) := 1/2(8,(w, y) + 8, (y, ))-

Diese Konstruktion sichert aufgrund der Symmetrie die Selbstadjungiertheit
des durch ¢, definierten Operators, die einige technische Argumente verein-
facht.

Der folgende Satz ist ein Spezialfall des technischen Lemmas von Kasparov,
wie es fiir die Indexpaarung iiber einer nichtkompakten Mannigfaltigkeit benotigt
wird.

4.4.7 Satz Sei P ein Pseudodifferentialoperator auf dem Vektorbiindel E iiber
der Mannigfaltigkeit M mit der Eigenschaft, dass (P?—1)f ~x 0 und [P, f] ~x
0 fiir jedes f € Co(M). Es sei A C C(M, End(E)) die Algebra beschréankter
stetiger Schnitte F' des Endomorphismenbiindels mit der FEigenschaft, dass
f(PF+FP) ~ 0 fiir alle f € Co(M). Weiter sei T' € A und es gelte auBerdem
T?—1 € Co(M,End(£)). Sei H := L*(M, E) und B die Unteralgebra von L(H),
die erzeugt wird von P?> — 1 und (PT + TP). G sei der Untervektorraum von
L(H), der von Tund P aufgespannt wird.

Dann existiert eine glatte Funktion v, so dass die mit dieser Funktion kon-
struierten Operatoren M :=§, und N := 1 — M die folgenden Eigenschaften
haben:

1. M- Cy(M, End(€)) C K(H),
2. N-Bc K(H),
3. [N, G] € K(H).

Beweis:

Zu 1. Ist x ein Schnitt in dem Endomorphismenbiindel mit kompaktem
Tréger, so ist Mx gegeben durch einen Operatorkern mit kompaktem Trager
und somit kompakt. Daher folgt die Aussage mit einem Approximationsargu-
ment.

Zu 3. Zunéchst soll gezeigt werden, dass fiir ein geeignetes v der Kommutator

N, P] in K(H) liegt.

28



Sei dazu {U;} eine lokal endliche Uberdeckung der Mannigfaltigkeit T*M, so
dass fiir die Durchmesser der U; gilt, dass diam(U;) < 1. Es sei {¢€;},en eine
Menge von Funktionen, so dass die Funktionen ¢? eine der Uberdeckung {U;}
untergeordnete, lokal endliche Zerlegung der Eins bilden. Es sei auflerdem G
ein beliebiger PDO der Ordnung p < 0 mit der Eigenschaft, dass [G, f] ~x 0
fir alle f € Co(M). Man erhalt

€.Ge; ~ G?G.

Man betrachtet nun fiir £ € N den kompakten Operator, der gegeben ist durch
die folgende Differenz
Dk = EkG6k - E%G

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann
ZDk = ZEkGek - G,
k k

wobei die Reihenkonvergenz in der starken Operatortopologie zu verstehen ist.
Ziel ist es zunéchst, zu zeigen, dass

NZ ekGek ~iC NG
k

Dalfiir geniigt es zu zeigen, dass >, N Dy in der Normtopologie konvergiert, da
STNDy =N Dy und die Reihenglieder kompakt sind.

Der Ubersichtlichkeit halber sei K}, :=supp(e;). Fiir das Produkt der Opera-
torkerne gilt die Formel

0e % Dy = /&(%y)Dk(y,Z)dy-
M

Hat Dy einen kompakten Tréger, so ist
| b, * Dy = Dy, ||< (1/k)*

fiir ein geeignetes ¢ > 0. Da sich Dy, in jedem Falle durch solche mit kompak-
tem Trager in der Normtopologie approximieren lasst, gilt diese Aussage dann
auch unabhéngig von der Kompaktheit des Trégers. Da Dy (z,y) = 0, fiir alle

0c * Dj, = /6E(w,y)Dk(y, 2)dy = /(55(x,y)Dk(y,z)dy.

M Ky
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Da {€?} lokal endlich ist, existiert eine glatte Funktion v : M — R™, so dass
v(x) < g fiir alle x € K, und k € N. Dann gilt

| 0, * Dy, — Dy, ||< (1/k)?

und daher konvergiert die Reihe

> (6,Dy — Dy)

k

in der Norm. Mit A := 1 — ¢, erhilt man also

NZDkGK
k

und somit

NZ GkGGk ~KC NG
k
Mit einer analogen Rechnung erhélt man ein v/, so dass

> exGer(1—6,) ~x G(1—6,0).
k

Im Weiteren soll angenommen werden, dass das urspriingliche v schon entspre-
chend klein gewihlt wurde, so dass dann also

Z erGexN ~ GN.

k

Fiir den néchsten Schritt sei O := (1 + A). Dieser Operator ist invertierbar.
Fiir G setzt man nun P = OO~ 'P ein;

PN ~KC Z ekOOflPekN.
k

Mit den schon angewendeten Argumentationen léasst sich dann zeigen, dass

> QO PaN ~x 0,07 PN
k

k

Aufgrund der Lokalitdt von O gilt

supp([O, ex)e, O Pey) C (K, x Ky),
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und dieser Operator ist fiir jedes k& kompakt, da €,O~!P¢, den Grad -2 und
(O, €;] den Grad 1 hat. Dies folgt aus der Entwicklung des Symbols des Pro-
duktes zweier PDO (vgl. P.0.5). Sei nun

Hk = 6k071P€k.

Das Bild der Operatoren Hy6.— 0. Hy liegt im Definitionsbereich von O und die
Operatoren O(Hd. — 6. Hy) sind kompakt. Es gilt || O(Hd- —6-Hy) ||<|| O |||l
Ord. — 6.Hy, ||. Wie oben wihlt man e, mit || O ||| Hpd. — 6.Hy, ||< (1/k)2.
Die lokale Endlichkeit der Uberdeckung erlaubt wiederum die Auswahl einer
Funktion v, mit der Eigenschaft, dass v(x) < g fiir alle x € K. Man erhalt
dann || O ||| Hid, — 0, Hy ||< (1/k)?. Daher ist dann

PN ~ic (’)Zek(’)_lPekN’ ~ic ONZ ekO_lPek ~ic ONZHk
k k k

Nun sind die Operatoren ON(Hy — 2O7'P) = ONeglex, O~ P| wiederum
kompakt und bei geeignetem v erhélt man wiederum

ONZ ekO_lpek ~iC ONO_lp.
k

Dieselbe Argumentation liefert
N =00 'N ~x ONO™.
Setzt man dies in die letzte Gleichung ein, so erhélt man
PN ~ NP.

Die Kompaktheit des Kommutators [N, T] ergibt sich folgendermafien. Fiir
jedes f € C.(M) gilt || [d, f] ||—= O fiir e — 0. Nun lésst sich T schreiben
als Reihe beziiglich der starken Operatortopologie in der Form T' = ), fi,
wobei die f;, kompakten Triager besitzen. Der Kommutator [N, T] ist dann
wiederum eine Reihe kompakter Operatoren und es folgt die Konvergenz dieser
Reihe in der Normtopologie fiir geeignetes N mit der oben schon angewendeten
Argumentation. Es gilt also [NV, G] C K(H).

Zu 2. Unter 3. wurde gezeigt, dass fiir einen beliebigen PDO G der Ord-
nung p < 0 mit der Eigenschaft, dass [f,G] C K(H) fiir alle f mit kompak-
tem Triger, gilt, dass NG ~x N > .Ge;, ist. Man erhilt N (P? — 1) ~g
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NS e (P? — 1)ex. Nun ist Y. e (P? — 1)e; ein Operator mit stetigem Kern
und eigentlichem Triiger. Die Operatorkerne Hy := ¢,(P? — 1)¢;, haben die
Eigenschaft, dass supp(Hy) C Ky x K}, fiir gewisse Kompakta in M. Wie oben
wéihlt man passende ¢, fiir jedes Kj und ein v mit v < g, auf K, um mit
diesem v zu erhalten, dass || N'Hj, ||[< k2. Man erhélt damit die Konvergenz
der Reihe kompakter Operatoren

NZ Ek — 1
in der Normtopologie. Daher gilt
N(P2 - 1) NKNZEk(PQ - 1>€k ~KC 0.

Auch fir N(TP+ PT) gilt N(TP+ PT) ~x N Y_ (TP + PT)e, und dann
wiederum N )" €x (T P+ PT)ey, ~x 0. Also ist N(T' P+ PT) ~ 0 fiir geeignetes
v.

O

Im Abschnitt iiber den Thom-Isomorphismus werden einige &quivariante
Konstruktionen verwendet. Es ist dort der ndchste Satz von Nutzen.

4.4.8 Satz Die kompakte Gruppe G wirke isometrisch auf der Mannigfaltig-
keit M. Dann kénnen die Operatoren M und N aus dem Satz 4.4.7 G-édqui-
variant gewahlt werden.

Beweis: Bezeichnet o(z) den Orbit von G durch den Punkt x € M so ist o(z)
eine kompakte Menge. Daher kann man die Funktion v¢

vY(x) ;== min v(z)

z€o(x)

definieren. Diese ist G-invariant und es gilt 0 < ¥ < v. Dann ist der Opera-
torkern 6, ¢ G-invariant. Es ist

8¢ (g2, gy) = 1/2(d,¢ (g2, gy) + d,0(gy, g)).

Der Kern 6,¢ ist gegeben durch
0u5 (9%, 9y) = ¢ gyexp (—1/ (% (gz) — d(gz, 9y))*) =
= [y eap (—1/ (9 (x) = d(z,y))?) = b,0(x,y).
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Es ist also
oa(gz, gy) = dya(x,y).

Daher sind MY := §,¢ und N := 1 — MY invariant beziiglich der Grup-
penwirkung. Da auerdem v < v haben die Operatoren M% und N¢ die
Eigenschaften 1.-3. aus dem Satz 4.4.7. Aus dem Beweis dieses Satzes ist un-
mittelbar klar, dass man v durch eine kleinere positive Funktion ersetzen kann.

g

Der folgende Satz zeigt die Bedeutung des Satzes 4.4.7.

4.4.9 Satz Sei E ein Vektorbiindel und T und P Operatoren wie im Satz
4.4.7. Dann ist der Operator

F = MY2T 4 NV2P
ein Fredholm-Operator auf dem Hilbert-Raum der L?-Schnitte von F und es

gilt
F? =1~ 0.

Hat man eine isometrische Wirkung einer kompakten Gruppe G auf M und E
und sind T' und P G-invariant, so ist

"FG — (MG)1/2T + (NG)l/QP
G-invariant

Beweis: Aus der Eigenschaft
NP ~x PN
folgt mit dem Funktionenkalkiil, dass
NI/QP ~i PNI/Q,
da N selbstadjungiert ist. Es ist dann
(M1/2T+N1/2P)2 —
= MT? + MPPNYV2TP 4 N2 MUPPPT + NP? =

= MT? + MYPNY2(PT+TP)+ NP> = M(T> = 1)+ NP> —(1-M)+1 =
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=M(T?* = 1) + N(P* = 1)+ 1~ 1.

Daher ist F? — 1 ein kompakter Operator und F ein Fredholm-Operator. Die
Invarianzaussage ist unmittelbar klar. [

Mit diesen Sédtzen kann man nun das Kasparov-Produkt iiber einer nicht-
kompakten Mannigfaltigkeit konkret angeben.

4.4.10 Satz Sei P : V — W ein Pseudodifferentialoperator positiver Ordnung
mit eigentlichem 'Tréiger zwischen den Vektorbiindeln V' und W iiber der Man-
nigfaltigkeit M. Wie im Beispiel auf Seite 46 erhélt man den Kasparov-Modul
[P] = [(L3(V @ W), P)]. Es sei aulerdem T := (I'(E & F),T) ein Kasparov-
Modul in KK(C,Cy(M)). Der graduierte Hilbert-Raum der L*-Schnitte des
Vektorbiindels (E® F)&(V ®W) iiber M werde mit H bezeichnet. Es existiert
dann eine glatte Funktion v : M — R*, so dass mit M := ¢, und N :=1—-M
der Operator

F = MYPT&1 4 N12pEer

ein Fredholm-Operator auf H ist und das Kasparov-Produkt T ®c,) [P]
gegeben ist durch

T Qcyury [P] = [(H, F)].

Beweis: Zunichst soll gezeigt werden, dass der Operator G := PE®F ein
P-Zusammenhang auf H ist.

Diese Aussage erhélt man wie im Beweis des Satzes 4.4.6, mit dem Unter-
schied, dass das Vertwistungsbiindel graduiert ist. Man vergleiche hierzu die
Definition der Algebren A®B und die Definition der Operatoren des Typs
T\®@T, am Anfang des Kapitels.

Seien f; also wieder konstante Schnitte, deren Werte eine Basis des C" er-
geben. Ist © = > 2;f;, so wirkt G auf einem Element der Form 2®y in dem
Raum L}(E®(V & W)) durch

TRy < Z [i@Pxy.
Liegt x®y in L2(F®(V @ W)), so ist die Wirkung gegeben durch
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Ist x ein Schnitt in dem Biindel E, so ist degz = 0. Schnitte in F' haben den
Grad 1. Man erhélt daher, dass die Operatoren

(Tzozp_(_1)degxdeg'PGoTx)(y) = Z .Z'ZU)Z®,PZ/—Z wz®73xzy = Z wz@[xza P]y

kompakt sind. Zunéchst gilt dies, falls die x; glatte Funktionen mit kompaktem
Trager sind, da dann der Kommutator [z;, P] fiir jedes ¢ durch einen glatten
Operatorkern mit kompaktem Triger gegegeben ist. Da die Zuordnung

r—T,0P+tGoT,

in der Normtopologie von I'(E' @ F') stetig ist, gilt dies fiir alle z € I'(E @ F).
Daher ist G ein P-Zusammenhang.

Nach Satz 4.4.9 ist F ein Fredholm-Operator, denn T®1 und PFF erfiillen
die Voraussetzungen des Satzes 4.4.7 auf dem Vektorbiindel (E® F)&(V o W).

Diese Zusammenhangseigenschaft des Operators F léasst sich mit der fol-
genden Argumentation einsehen. Vergleiche dazu [Bla, Satz 18.3.4]. Zunéichst
ist M ein 0-Zusammanhang, da sowohl 7, M als auch M7} kompakte Ope-
ratoren zwischen den entsprechenden Riumen sind. Dann ist auch M2 ein
0-Zusammenhang und ebenso MY2F fiir einen beliebigen Operator F' mit
[M, F] ~x 0. Es ist also MY2T®id ein 0-Zusammenhang.

Weiterhin sind A/ und A'/2? 1-Zusammenhinge und da das Produkt eines
1-Zusammenhangs mit einem P-Zusammenhang wieder ein P-Zusammenhang
ist, ist N''/2@G ein P-Zusammenhang. Da die Summe eines 0-Zusamenhangs mit
einem P-Zusammenhang ein P-Zusammenhang ist, ist F ein P-Zusammenhang.
Da nun ¢[T®1, F] € K fiir ¢ € Co(M) definiert der Operator F das Kasparov-
produkt der Moduln (vgl. Satz 4.4.2). O

4.5 Der Thom-Isomorphismus

Sei GG wieder eine kompakte Lie-Gruppe und P — M ein G-Hauptfaserbiindel.
Ist A eine Algebra mit einer Wirkung der Gruppe G, so werde die Unter-
algebra der G-invarianten Elemente von A mit A® bezeichnet. Eine analoge
Bezeichnung werde fiir Moduln mit G-Wirkung verwendet. Hat man einen
Hilbert-Raum H mit einer Wirkung von GG gegeben, so lasst sich das Feld von
Hilbert-Raumen

P Xa H
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sowie der C'(M)-Modul seiner stetigen Schnitte
(c(P)®n)”

definieren 2. Ist A ein G-invarianter Operator auf H, so kann man aulerdem
den Operator

auf dem Modul (C(P) ® H)“ konstruieren. Dies ist ein C'(M)-Modul Endo-
morphismus. Mit diesen Konstruktionen liasst sich jedem Modul (H,F) aus
EY(A, B) mit der Eigenschaft, dass gF = F ist, ein ((C(P) ® A)Y, (C(P) ®
B)%)-Kasparov-Modul zuordnen. Diese Zuordnung ist gegeben durch

(H,F) — ((C(P) ® H)Y, Fu).

Da jeder Modul in £9(A, B) homotop zu einem Modul mit dquivariantem F
ist, liefert sie eine Abbildung

jp: KKY(A,B) - KK((C(P)® A)°,(C(P) ® B)°).
Es gilt der folgende Satz.

4.5.1 Satz Die Abbildung jp kommutiert mit dem Kasparov-Produkt. Ist
(H1,F1) ein (A, B)-Kasparov-G-Modul und (Ha, JF3) ein (B, C)-Kasparov-G-
Modul, so gilt

jp((Hy, F1) @B (Ha, F2)) = je((H1, F1)) @cpyen)e) jp((Ha, F2))).

Beweis: Zuniichst ist das Produkt der Moduln (C(P) ® H;)¢ und (C(P) ®
Hs)“ gegeben durch

(C(P)®H1>G®(C(p)®3)c(C(P)@HQ)G >~ (C(P)®H1®BH2)G.

Nach Satz 4.2.6 ldsst sich der Modul (Hi, Fi) ®p (Ha, F2) durch einen G-
Modul (H;&pHs, F) reprisentieren, so dass gF = F fiir alle g € G gilt. Dann
definiert der Operator Fy; = id ® F einen Operator in £(C'(P) ® H1®pHs)
und

jp(Ha, Fi) @5 (Ha, 7o) = ((C(P)®H1©5H2), Fur)

2Es wird nicht gezeigt, dass P x g H ein Hilbert-Raumfeld im Sinne von [D] ist, und dass
(C(P)®H)Y der Modul seiner stetigen Schnitte ist, da dies nicht benotigt wird. Im Kontext
dieser Arbeit seien dies nur Bezeichnungen fiir die angegebenen Objekte.
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Aus der Tatsache, dass F ein F, Zusammenhang ist, folgt, dass Fys ein (F2) s
Zusammenhang ist. Die Kommutatoreigenschaft b[(F; ) ®id, Far]b* > 0 mit
b € (C(P)®B)Y folgt aus der analogen Eigenschaft fiir 7 und F;. Daher ist Fy,
ein Kasparov-Produkt fiir ((C(P) ® H1)¢, (F1)m) und ((C(P) @ Ha)%, (F2)um)-
Dies ist die Aussage des Satzes.

O]

Sei nun M eine riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. P — M sei
das Hauptfaserbiindel der Orthogonalbasen des Tangentialbiindels von M und
G sei die Gruppe O(n). Man erhélt damit einen Homéomorphismus

TM ~ P xqgR".
Bekanntermaflen hat man kanonische Isomorphien
Co(TM) = (C(P) ® Co(R™))“

oder z.B.
C(M,C(M)) =~ (C(P) @ C5n)“,

Bezeichne A : R” —End(Cg.) die Abbildung die £ € R" den Endomorphismus
ME) v =1+ [€Y)V2 v fiir v € CGn

der Clifford-Algebra zuordnet. Analog dazu sei p : R —End(C§.) mit der
rechten Clifford-Multiplikation definiert,

p(&)-v:=v-&1+ |£|2)71/2
sowie p° durch
pe(&) - vi=e(v)-£(1+ |€|2)—1/2
und |
pE(E) v = ie(v) - €(1+ €)Y,

wobei ¢ der Graduierungsoperator auf der Clifford-Algebra sei. Mit diesen
Bezeichnungen und Konstruktionen lassen sich diese Elemente als Symbole
von ,,Dirac“-Operatoren auffassen. So definiert

My i=1® ) e (C(P) ®C{R™)“
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das Symbol des Operators i - dys(1+ A)~/2, wobei dj; den de Rham-Operator
auf M bezeichne. Der mit dem Symbol ¢\, auf M gebildete beschréinkte Dirac-
Operator soll im folgenden mit D*™ bezeichnet werden. Analog erhilt man
die Dirac-Operatoren D™ und D?v. Im Superscript ist also die Wirkung der
Clifford-Algeba, mit der der Dirac-Operator definiert wird, angegeben. Ist M
kompakt, so sind diese Operatoren bis auf eine kompakte Stérung eindeutig
definiert. Man erhélt modulo IC eine Identitét

n

DM =(1+A)7") e (Ve f)
In den geometrischen Anwendungen der K K-Theorie tauchen wiederholt ei-

nige kanonische Moduln auf, die an dieser Stelle eingefiihrt werden sollen.
Sei ‘H der Hilbertraum

H = L*(R", C°(R™))

mit der natiirlichen, von der Clifford-Algebra induzierten, Graduierung. Mit
der Funktion t(z) := (14 |z|?)~/2 lisst sich auf H ein G-invarianter Operator
definieren durch

A= pf + D",

Dieser Operator A ist ein Fredholm-Operator mit der Eigenschaft, dass
A2~ 1. Dayp = (1 — pe2)V/2 ist
A2 — (pa 4 wD)\Rn)2 ~x
pa2 + pE@/JD)‘Rn + @DDARnpS + ’QZ)2(D)\RR)2 ~K
~i p52 + w[DARn,pE]A‘l‘ wQ(DARn)Q ~x p52 + @Z)Q((DARn)Q _ 1) + 1 — paQ ~K 1.
Man erhilt einen Kasparov-Modul Z := (H, A) in £9(C, C).
Ein weiterer Kasparov-Modul in £(C, C) ist durch die folgende Konstruk-
tion gegeben.
Sei G := L*(R", A*(R")). Fiir w € A*R" sei
Iy (v)w = e(v)w + t(v)w,
wobei €(v) die &ulere Multiplikation mit dem Vektor v bezeichne und ¢(v) die

Kontraktion mit dem zu v dualen Vektor beziiglich des kanonischen Skalarpro-
duktes sei. Bezeichne nun 1, die Funktion R” —End(A*R");

Ly (@) = 1o (2) (1 + | )72
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Es lasst sich ein Multiplikationsoperator auf G definieren, indem man fiir eine
Funktion f € G

Lo fr L f
setzt, wobei
() () =T ()10)
Bezeichnet D den de Rham-Operator, so sei
T =1, +¢D(1+ A2
Das Tupel (G, 7)) ist ein Kasparov-Modul und definiert ein Element in K K¢ (C, C).

4.5.2 Satz Es ist [(H, A)] = [(G.T)] = 1c € KK%(C,C).

Beweis: Nach [K2, Bemerkung 1, Seite 160] ist K K%(C,C) isomorph zum
Reprisentationsring R(O(n)), und nach [K3, Satz 5, Seite 774] ist (G, T) gleich
1in R(O(n)).

Sei nun U : A*R" — Cg. der Isomorphismus, der gegeben ist durch die Zu-
ordnung e;; A ... Ae; — ey - ... e;, . Firv € V sei r° (v) := U*p®(v)U. Dann
kommutiert D graduiert mit r° , da D = U*D**"U und [p*(v), D**"| = 0. Der
Operator T =1 + YD ist wiederum ein Fredholm-Operator mit T2~ 1. Es
ist dann (G, T') homotop zu (G, T) vermdge der Homotopie (G ® C/([0,1]),¢T +
VI —1T). Dann ist H = UG sowie A = UTU* und somit ist der Modul
(H,.A) unitér dquivalent zu (G, 7). Daher ist [(H, A)] = [(G,7)] = [(G,T)]. O

Mit den Operatoren M und N aus dem Satz 4.4.7 ldsst sich auf G der
Operator F definieren;

F = ML + NV?D.

Das Tupel (G, F) definiert einen Kasparov-Modul nach Satz 4.4.9. W&hlt man
M und N G-invariant, so ist der Operator F ein G-invarianter Fredholm-
Operator, da 1, und D G-invariant sind.

4.5.3 Satz Der Kasparov-Modul (G, 7) ist homotop zu (G, F¢) in £E9(C,C).

Beweis: Die Operatoren M und N seien G-invariant gewiihlt. Eine Homotopie
der Operatoren A und F ist gegeben durch

(M + (1 =), + (N + (1 =) ?D  0<t < 1.
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Fiir diese Operatoren gilt
(EM 4 (1= )Ly 4 (N + (1= 0)9*)/°D)? ~y

(tM+(1—t))112+(tN+(1—t)wz)D%r(tM+(1—t))1/2(tN+(1—tw?)l/?[f;,D]”.
Da ./\/ll:2 + ND? ~¢ 1 und 1:2 + 1?D? ~ 1 erhilt man
(M + (1= 1)) /2L + (IN + (1= 1)) 2 D)* ~yc

~ie 14 (M + (1= )N + (1= t)e?) V2L, D]

Es geniigt nun zu zeigen, dass der Operator (tN + (1—¢)92)/2[L,, D] kompakt
ist, da dann

(EM + (1 =)L + (EN + (1 = )?) 2D~ 1.

Zunichst gilt, dass wQ[ﬂ, D] € K, da der Kommutator ein PDO der Ordnung
-1 ist.

Nach Konstruktion ist auerdem N[L,, D] € K. Da der Operator (tA + (1 —
t)1?) selbstadjungiert ist, lisst sich (tA + (1 — t)?)'/2 nach dem Satz von
Stone-Weierstrass ([We, Satz VIIL.4.7]) durch Polynome in diesem Opertor
in der Normtopologie approximieren. Da fiir jedes Polynom P der Operator
P(IN + (1 — t)¥?)[l;, D] kompakt ist, ist also auch (tN + (1 — t)y?)/2[l,, D]
ein kompakter Operator. [J

Es seien nun zunéchst zwei Elemente der Gruppen K K (Cg., Co(R™)) sowie
KK(Cy(R"™),Cgn) durch die Festlegungen

7= (L*(R",C5.), D) € KK (Co(R™),CE.)

sowie

k= (Co(R", Cn), p°) € KK (Cgn, Co(R"))
definiert. Dann gilt der folgende Satz.

4.5.4 Satz Es ist
K Qcyrn) T = ]'C]]cgn

sowie

T ®C]§n R = 1CO(R’IL).
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Beweis:
1. K ®CO(R") T = 1cﬂcw
Zunéchst ist das Produkt der Moduln gegeben durch
C (R ®cymn) L (R, CE(R™)) =~ Ci.®L*(R™,C(R™)).

Das Kasparov-Produkt der Operatoren ist nach Satz 4.4.10 gegeben
durch den Operator

M1/2p8®1 + N1/21®DAn.

Wendet man die unitdre Aquivalenz U : A*(R") — C¢(R") aus dem
Beweis des Satzes 4.5.2 an, so geht dieser Operator iiber in den Operator

M1/2p€®1 + N1/21®D

auf C,@L?(R™, A*(R")), wobei D wieder der de Rham Operator sei. Auf
diesem Hilbert-Raum hat man einen weiteren Operator gegeben durch

T = /\/11/21@1”:r + NV216D = 1@)(/\/{1/21‘:r +N1/2D).

Es soll gezeigt werden, dass das Tupel (Ci.®L*(R™, A*(R")),7) eben-
falls ein Kasparov-Modul ist, der das Kasparov-Produkt der Operatoren
definiert. Zunéchst ist 7 ein Fredholm-Operator und es gilt T?% ~x 1 so-
wie T ~x T*, da M2, + N''V/?D3, nach Satz 4.4.9 diese Eigenschaften
hat.

Die Algebra Cg. wirkt von links auf Cg,®L?(R", A*(R")) durch
a(z®y) = (az)®y,

wobei a,z € Cs. und und y € L*(R", A*(R")) seien. Daher kommutiert
der Operator 7 mit der Wirkung von Cg. im graduierten Sinne. Da 7
auflerdem linear beziiglich der rechts-Modul-Wirkung der Algebra Cg.
auf Cs.®L*(R™, A*(R™)) ist, die durch

(r®y)a = & (ya)

gegeben ist, erfiillt das Tupel (Cg.®L*(R", A*(R")),7) also alle Eigen-
schaften eines Kasparov-Moduls.
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Nach Definition des Kasparov-Produktes in Satz 4.4.2 geniigt es dann
zu zeigen, dass der Operator 7 ein D-Zusammenhang ist, und dass
[p°®1,T] ~x 0. Da MY21®1, ein 0-Zusammenhang und N'/21&D ein
D-Zusammenhang ist, folgt die Zusammenhangseigenschaft. Auerdem
kommutieren sowohl 1®l, als auch 1&Dg, im graduierten Sinne mit
p°®1. Es folgt daher die Kommutatoreigenschaft und somit definiert das
Tupel (Cg.®@L*(R", A*(R")), T) das Kasparov-Produkt £ ®cygn) 7.

Nun wirkt die Algebra Cg. von rechts durch
(z®y)a = z(ya),

wobei a € C§., y € L*(R™, A*(R")) sowie x € Cg. seien. Diese Modulwir-
kung ist homotop zu der Wirkung

(z&y)a = (va)®y,
wobei a,r € Cs. und y € L?(R", A*(R™)) seien, vermoge der Homotopie
(z®y)a(t) = za(t) @ya(t)' ™"

fir a(-) € C([0,1]) ® Cg.. Diese Homotopie liefert eine Homotopie von
Kasparov-Moduln und k ®¢,®n) 7 ist somit homotop zu dem &duferen
Kasparov-Produkt

1C]§<n Xc [<L2(RH,A*(Rn)),M1/2ﬂr +N1/2D)‘n)].
Mit Satz 4.5.3 erhélt man dann
R ®CO(R”) T = 1011%71 R 1@ — 1C]§n'

. T ®C§n KR = 1CO(Rn)

Diese Aussage folgt mit &hnlichen Argumenten wie die erste. Es werden
daher nur die wesentlichen Umformungen angegeben. Das Produkt der
Moduln ist gegeben durch

LA(R", Cgo )z, Co(R", C5) =~ Co(R") © LA(R", Cha).
Das Produkt der Operatoren ist unter dieser Isomorphie gegeben durch

1® (Ml/Zpa +N1/2D/\n).
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Man wendet eine Homotopie auf die Wirkung der Algebra Cy(R™) von
rechts an, um auf Ebene der Kasparov-Moduln

T ®ce, K= leymrn) @c 1o = Legmn)

zu erhalten.

U
Die kanonische Wirkung der Gruppe G = O(n) liefert eine G-Modul-Struktur

auf den Kasparov-Moduln, die die Elemente x und 7 definieren. Es ist daher
7€ KK%(Cy(R"),C4.) und k € KKY(C&., Co(R™)).

4.5.5 Definition Bezeichne P das Hauptfaserbiindel der Orthonormalbasen
des Kotangentialbiindels der riemannschen Mannigfaltigkeit M. Das Element
™ € KK(Co(T*M),C(M,C(M))) ist definiert durch

v = jp(T).

Das Element rky € KK(C(M,C¢(M)),Co(T*M)) ist definiert durch
Kar = jp(K).

Diese Elemente liefern den formalen Thom-Isomorphismus.

4.5.6 Satz Die Elemente 7, und k) sind invers zueinander. Es gilt

KM Qco(r*m) T = Lercen)
sowie
™ Qc(mce(m)) Km = Loy

Beweis:

Da lowrceany) = jr(leg,) und loprceany) = jp(leymny) folgt der Satz aus
den Satzen 4.5.4 und 4.5.1.
O

Mit Hilfe dieses Satzes erhélt man einen Isomorphismus der Gruppen
KK(C,Co(T*M)) und KK (C,C(M,C¢(M))), der gegeben ist durch die Zuor-
dung

KK(C,C()(T*M)) Sat— a ®CO(T*M) T™ € KK(C, C(M, CC(M)))
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Dieser Isomorphismus bildet den formalen Thom-Isomorphismus in der K-
Theorie. Eine entsprechende Abbildung in der K-Homologie lasst sich analog
definieren. Nach dem letzten Satz ist die Zuordnung

a '+ @ Qcy(r+M) TM (M ce(M)) KM

die Identitiat in KK (C, Co(T*M)).

4.6 Poincaré-Dualitat

In dem Artikel [K2] beschreibt der Autor eine Dualitét der K-Theoriegruppen
der Algebren C(M,C¢(M)) und C(M), wobei M eine kompakte Mannigfaltig-
keit bezeichnet. Unter dem im letzten Abschnitt beschriebenen Thom-Isomorphismus
geht diese Dualitét iiber in eine Dualitat der Algebren Co(7*M ) und C(M). In
dieser Form wird sie in [C-S] verwendet. Dieser Dualitét liegt die Existenz spe-
zieller Elemente in den entsprechenden K-Theoriegruppen zugrunde. Zunéchst

sei das Element [dy] € KK(C(M,C¢(M)),C) definiert.

4.6.1 Definition Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und D*3t der Opera-

tor auf dem Biindel L*(M,C(M)) mit Symbol i-p’;. Die Algebra C(M,C¢(M))
wirkt vermége der Clifford-Multiplikation von links auf dem Hilbert-Raum
L*(M,C¢(M)). Das Tupel (L*(M,C¢(M)), D*ar) ist ein (C'(M,C¢(M)), C)-Kasparov-
Modul. Die Klasse dieses Moduls in KK (C(M,C¢(M)),C) wird mit [dy] be-
zeichnet.

Kasparov definiert dieses Element in der folgenden Weise.

4.6.2 Satz Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und d + d* der de Rham
Operator auf dem Biindel L>(M,\*(M)). Sei F := (d + d*)(1 + A)~Y2. Ist
a eine 1-Form auf M und I, (a)w := €(a)w + t(@)w, wobei € die duflere Mul-
tiplikation mit a und ¢ die Kontraktion der Form w mit dem zu a dualen
Vektorfeld sei, so ist 1, (a)?* = |a|? und daher ldsst sich 1, zu einer Wirkung der
Clifford-Algebra als Endomorphismen von A*(M) ausdehnen nach Satz 3.1.2.
Die Wirkung I, der Clifford-Algebra auf dem Hilbert-Raum L*(M,A*(M))
kommutiert im graduierten Sinne mit F' und das Tupel (L*(M, A*(M)), F) ist
ein (C(M,C¢(M)), C)-Kasparov-Modul.[K2, Lemma 4.2]

Nach dem folgenden Satz sind diese Definitionen dquivalent.
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4.6.3 Satz Der Modul (L*(M,C(M), Dﬁ;)) ist homotop zu (L*(M, A*(M)), F).

Beweis: Sei U : A*R" — Cg. der Isomorphismus, der gegeben ist durch die
Zuordnung e;, A...Ae; — € ... ;. Essei 1(v) := U*p*(v)U. Es werde nun
fiir den Beweis dieses Satzes die Wirkung der Clifford-Algebra von links auf
der &dufleren Algebra explizit in der Notation des Kasparov-Moduls angegeben.

Dann sei D= der Dirac Operator, der mit der oben beschriebenen Wirkung
r’e der Clifford-Algebra Wirkung von rechts auf A*(M) definiert wird. Dann ist
(L*(M, A*(M)),1,, F) homotop zu (L*(M, A*(M)),1,, D™). Die Operatoren F
und D™= antikommutieren, da Ihre Symbole antikommutieren. Daher ist eine
Homotopie gegeben durch (L*(M,A*(M)) ® C([0,1]),tD"™= ++/1 — t2F). Nun
bezeichne

I (v)w = e(v)w — t(v)w.

Diese Wirkung der Clifford-Algebra auf A*(M) erfiillt 1_(v)? = —|v|?. Ersetzt

man die Algebrawirkung 1, durch die Wirkung 1_, erhélt man den Kasparov-

Modul (L?(M, A*(M)),1_, D™). Dieser ist homotop zu (L?(M, A*(M)), 1., D™).

Um dies zu zeigen, sei zunéchst ¢; : C°(M) —End(A*(M)) der Clifford-Algebrenhomomorphismus,
der faserweise zu der Abbildung

T, M — End(A*T)yy)
mit

v ite(v)w +i'L(v)w
gehort. Dann ist (L*(M, A*(M)) ® C(]0,1]), ¢, D) eine Homotopie zwischen
(L2(M,A*(M)),c;, D) und (L*(M,A*(M)),1;, D). Da die beiden Alge-
brenwirkungen 1, und 1 graduiert kommutieren, kommutiert ¢; graduiert mit
1_, und daher ist tc; + /1 — t?1_ eine Clifford-Algebrenwirkung und liefert ei-
ne Homotopie (L*(M, A*(M)),1_,D™=) ~ (L*(M,A*(M)), ¢;, D™=). Wiederum
unter dem Isomorphismus U : A*R™ — C§. erhilt man die unitére Aquivalenz
der Moduln (L?(M,C¢(M)), D) und (L*(M,A*(M)),1_,D™=). O

Die Multiplikation von Schnitten des Clifford-Algebrenbiindels mit Funktio-
nen auf M liefert einen Algebrenhomomorphismus

p: C(M) ® C(M,C°(M)) — C(M,C(M)).

Man erhélt in der K K-Theorie eine Abbildung p* : KK(C(M,C¢(M)),C) —
KK(C(M) ® C(M,C(M)),C). Das Element § := p*([dy]) hat nach dem
folgenden Satz ein inverses Element a.
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4.6.4 Satz Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Es existiert ein Element
a€ KK(C(M,C¢(M)) ® Co(M)), so dass mit 3 = u*([dy]) gilt
a @cmreen) B = Lo
sowie
a ®corn B = lowree ()
[K2, Theorem 4.10P

Zur Wirkung dieser Elemente gilt der néchste Satz.

4.6.5 Satz Seien A, B und C' separable C*-Algebren. Gegeben seien Moduln
v := (B, T)) € KK(C,A®B), y := (Ey,T;) € KK(B,C) und z := (E3,T3) €
KK(A®C,C). Dann gilt folgende Identitit von Kasparov-Produkten;

(z@pY)®az=(r®a2)DpY.

Beweis: Diese Aussage erhélt man mit Hilfe der folgenden Rechnung, die die
Assoziativitdat des einfachen Produktes ausnutzt.

(z@BY)®az = Tc((2@465Ta(Y)))®@ceaz = (Tc(T)@ce ae5Tc (Ta(Y)))@cgaz =

= 10(2) ®cgaen (Tc(Ta(y)) ®cga 2) =
= 70(2) ®cgaen (Teea(y) ®caa 2) = 70(2) Ocgass (Y Oc 2) =
= 7¢(%) ®cgaep (2 ®cy) = T70(T) ®cgagp (TB(2) ®py) =
(7c(2) ®cgapp T8(2)) ®pY) = (¥ ®a 2) @B Y.

Die Umformungen der Abbildungen 7, erhélt man unter Ausnutzung ihrer
Realisierungen als Kasparov-Produkte und wiederum der Assoziativitéit. [

Man erhélt mit den Elementen o und [ sowie den Thom-Elementen ks
und 7, aus dem letzten Abschnitt die Dualitdtsabbildungen wie Connes und
Skandalis sie verwenden. Sei dazu

0 = v @courceny B € KK(C(M) ® Co(T* M), C)

sowie
C = ®C’(M,CC(M)) Kyp € KK((C, C(M) & Co(T*M))

Der Satz 4.6.4 liefert dann die folgende Aussage.

3Das Element a mit diesen Eigenschaften wird im Beweis des Theorems konstruiert
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4.6.6 Satz Fiir die Elemente ( und 6 gilt

¢ @cy(rm) 0 = Lo

sowie
¢ ®cry 0 = Loy

Es sei dann 6 definiert durch die Zuordnung
K(Cy(M),C) ~ KK(C,Co(T*M)); 6 :a— Q¢ a
Die Isomorphieeigenschaften dieser Abbildung ergeben sich unmittelbar aus
den letzen beiden Sétzen. Danach ist
&(a) ®cyir=an) 0 = (€ Oco(an) @) Qcqr=m) 0 =
= (C®cy(rm) 0) @cqy a = 1oy @on) a = a.

Analog erhélt man die Isomorphie

0: KK(C,C(M)) ~ KK(Co(T*M),C); 0:ar a®cu -

Die Bezeichnungen dieser Isomorphismen ergeben sich aus ihren jeweiligen
Konkretisierungen, die im néchsten Abschnitt beschrieben werden. An dieser
Stelle soll zunéchst ihre Vertréaglichkeit mit der Paarung in der K-Theorie, die
durch das Kasparov-Produkt von Elementen aus KK (C, A) und KK(A,C)

gegeben ist, gezeigt werden.

4.6.7 Satz Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und a € K K(C,C(M)) so-
wie b € KK (C(M),C). Dann gilt fiir die Paarung der Elemente a und b bzw.
die Paarung ihrer Bilder 0(a) € KK (Cyo(T*M),C) und 6(b) € KK (C,Co(T*M))
unter den Dualitdatsisomorphismen die Identitét

< a,b>g=<6(b),0(a) >k
Beweis: Zunéchst gilt
< a,b>g=a®c,m) b= a®cym (<®COTM)9)®CO ) b,

da ¢ @cyr+my 0 = 1oy Mit Hilfe des letzten Satzes und der Assoziativitét
ergibt sich dann die Umformung

<a,b>g= a Qcy(m ((C QCo(T*M) 9) X ( )b) =
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= a Rcy(m) ((C ®cy(ar) b) Dcor=ary 0) = a cyany (0(b) @cyrean) 0) =
= 6(b) ®CQ(T*M) (CL ®CO(M) 9) = &(b) ®C’0(T*M) 5(&) =< 6’(()),5(@) >K .
O

4.7 Konkretisierung der Dualitidtsabbildungen

Zum Beweis der Sitze in diesem Abschnitt werden die folgenden Resultate
benotigt.

4.7.1 Satz Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit gerader Dimension, wyy
das Volumenelement in der Algebra der Schnitte des Clifford-Algebrenbiindels
und (H,F) ein beliebiger (C, C(M,C¢(M)))-Modul. Dann ist (H,F) homotop
zu einem Modul der Form (T'(E) @ T'(£),0), wobei € und € Clifford-Moduln
seien und der Graduierungsoperator auf dieser direkten Summe gegeben ist
durche(e ® &) :==e-wy ® (—é-wy) firedéc EDE.

Beweis: Bezeichne A die Algebra der Schnitte des Clifford-Algebrenbiindels;
A= C(M,C*(M)). Diese Algebra ist gerade graduiert. Dann ist (H,F) ho-
motop zu dem Modul (H, F) @& (Ha, 1), wobei wieder

5 01
= ()

sei. Der Modul (H, F) @ (Hy, 1) ist nach Satz 4.1.10 unitéir dquivalent zu ei-
nem Modul (HA,T) fiir einen gewissen Operator 7. Nach dem Satz 4.1.11
ist 7 ~x RV fiir ein invertierbares gerades R und eine ungerade selbstad-
jungierte partielle Isometrie V. Mit der Homotopie ¢ — RV ergibt sich die
Aquivalenz der Moduln (Hy, T) ~ (Hu, V). Mit der Bezeichnung P := 1 — V2
erhilt man (Hyu, V) ~ (PHy,0), da diese Moduln sich nur um einen degene-
rierten Modul unterscheiden. Da P eine gerade kompakte Projektion ist, ist

PH, ~ T(E) @ T(€) fiir gewisse Clifford-Moduln € und &, wobei PH 4 ~ I'(€)
und PH? ~ T'(£). Nach dem Satz 4.1.12 ist der graduierte Modul H, iso-
morph zu dem Modul Hy & H,y mit dem Graduierungsoperator, der durch
Multiplikation von rechts mit dem Element wy; & (—wy;) gegeben ist, und es
folgt daher die Aussage. [J
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4.7.2 Satz Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit gerader Dimension, wys
das Volumenelement in der Algebra der Schnitte des Clifford-Algebrenbiindels.
Weiter (T'(E)®T(€),0) ein Modul, der wie in der Formulierung des letzten Sat-
zes graduiert sei. Sei (C(M,C¢(M)), DPar) der Modul, der das Dirac-Element
definiert. Dann ist das Kasparov-Produkt

(T(E) ®T(£),0)] @cace(any) [du]

gegeben durch einen beliebigen Dirac-Operator auf I'(E) & I'(E).

Beweis: Es geniigt die Aussage fiir einen Modul I'(£), der durch das Element
wy graduiert ist, zu beweisen. Bezeichne ¢ die Clifford-Algebrenwirkung auf
&, so dass also v € T¥M als der Endomorphismus e — ec(v) fiir e € £ wirkt.
Man erilt das Symbol i¢ : T*M —End(7*(C¢(M)));ié(v) = ic(v)(1 + |v]?)Y/2.
Mit der Bezeichnung ,,-” fiir die Clifford-Multiplikation lasst sich analog zur
Definition von p® das Symbol ¢© definieren durch

F(v)e:=e(e)-v(l+ ‘0‘2)71/2 =e-wy-v(l+ \0\2)’1/2,

fiir e € £, und v € T, M. Man erhilt den Operator D® mit Symbol &, der fiir
einen Schnitt e € I'(€) in lokalen Koordinaten definiert ist durch

D¥e =i(1+A)" 12 Z V., ec(wyr - dx;).

Es wird gezeigt, dass das Kasparov-Produkt der Moduln (£, 0) und
(C(M,C¢(M)), DF") gegeben ist durch den Operator D . Da dieser von rechts
wirkende Dirac-Operator mit einem beliebigen von links wirkenden Dirac-
Operator D antikommutiert, ist er zu D homotop. Dies beweist dann die Aus-
sage.

Zunéchst ist das Tensorprodukt der Moduln gegeben durch den Raum der
L?-Schnitte von &;

g®C(M,CC(M))L2(M7 CC(M)) = LQ(M7 5)

Es ist nachzupriifen, dass der Operator D ein D¥"-Zusammenhang ist. Sei
dazu e ein homogener Schnitt vom Grad 0 von £ und f ein Schnitt des Clifford-
Algebrenbiindels. Per Definition des Tensorproduktes ist e® f = ec(f). Beach-
tet man, dass wy; der Graduierungsoperator von & ist und in C(M,C¢(M))
liegt, ergibt sich in lokalen Koordinaten

Te o ngf = €- (1 + A)_I/QC (ZZWM : mGf c Wi d]}k) ~iC
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~i (1+ A)’lﬂec (z Z Voo f ~war - dxk> =

= i(1+A)71/2 Z Vo, (ec(f -wyr - dag))+i(1 + A) =12 (Z kae> c(f-wn-dzy) .

=:K(f)

Hierbei bezeichne V sowohl den Clifford-Zusammenhang auf £ als auch auf
C(M,C¢(M)). Man erhilt also

T.oD” f=i(1+A)"2Y "V, (ec(f - wur - duy)) + K(f).
Nun ist
DEoT, f = i(14+A) "2 Z Vo el felwn-dz;) = i(1+A) 712 Z Ve ec(f-wyr-dx;).
Man erhélt insgesamt
T.oD” —D" oT, = K € K(L*(M,C(M)), L*(M, §)) fiir deg(e) = 0,

was fiir homogene e € T'(€) vom Grad 0 die Zusammenhangseigenschaft von
D¢ ist. Ist e von Grad 1, so wirkt wy; durch Multiplikation mit —1 auf e und
dieselbe Rechnung ergibt

T.oD” +D% oT, = K € K(L*(M,C(M)), L*(M, £)) fiir deg(e) = 1.
O

Mit Hilfe der ndchsten beiden Sétze lasst sich das Bild des Elementes § unter
dem Thom-Isomorphismus konkret angeben. Von Interesse ist dafiir zunéchst
das Element 7 ® [dys]-

4.7.3 Satz Die Elemente [dy] und [Or-);] entsprechen einander unter dem
Thom-Isomorphismus. Es gilt

™ ®cuceony [du] = [0r-m] € KK (Co(T*M), C)
Beweis: Der Modul dieses Produktes ist gegeben durch
(C(P) ® LA (R",C5)) “@carcrqun (LA(P) © Cn)© =
(L*(P) ® L*(R",Cgn))“.
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Der Produktoperator ist dann gegeben durch das Tensorprodukt der Opera-
toren; ‘
D@1 + 10 (D),

wobei L2(P)Y mit L?(M) identifiziert wird und (D*#"),; wie im Abschnitt 4.5
definiert ist. Dieser Operator ist homotop zu dem Dirac-Operator

DML + 10(D* ).

Eine Homotopie erhilt man mit dem Operator (tD* + /1 — 2D Q1 +
1&(D*=" )y, da die Operatoren DM und D antikommutieren. Da nun wie-
derum D ®1 und 1@ (D" ),,; antikommutieren, definiert diese Summe einen
Dirac-Operator auf dem Clifford-Modul iiber T*M, der gegeben ist durch
die Zuriickholung des Clifford-Algebrenbiindels tiber M; 7*(C¢(M)). Nun ist
TONT*M) ~ T(T*M) nach [W, Seite 32] und auBlerdem hat man die Isomor-
phie von Cf-Clifford-Moduln A*V ~ Cy, fiir einen Vektorraum V. Man erhélt
unter Ausnutzung von Satz 3.1.8 die Isomorphie

7 (C{(M)) ~S(T*M)

als graduierte Clifford-Moduln. Da je zwei Dirac-Operatoren auf einem Clifford-
Modul nach Satz 3.1.6 unitér dquivalent sind, ist der oben definierte Produk-
toperator homotop zum Dolbeault-Operator;

DM ] + 1®Di}w ~ (Orenr + 5;*1\4)(1 + A)_1/2-
Die Operatoren definieren daher dasselbe Element in der K-Theorie. [

4.7.4 Satz Sei ji : C(M) ® Co(T*M) — Co(T*M) die Multiplikationsabbil-
dung. Dann gilt die folgende Identiit;

0 = ji*[Dp-u] € KK(C(M) ® Co(T*M), C).

Beweis: Nach den Ausfithrungen auf Seite 54 ist 4*(a) = [fi] ®cyr+m) @ fiir
a € KK(C(M)®C¢(M),C). Per Definition ist dann

0 = v @ccen) B = T @cuceny) K [du] =
= Ta Qcmce(m) 1] @careeany [du] =
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= Ta Qcuceny (1) ®crcean) Kar @corar [0,

wobei die letzte Identitdt aus dem vorangehenden Satz folgt. Es ist also zu
zeigen, dass

(1] = T ®cuceany (1] @caeean) K,

um

0 = [[I’] ®00(T*M) [ET*M] = /:L* [ET*M]
zu erhalten.
Das Produkt 7a; ®c(ar,ce(my) [12] ist gegeben durch den Kasparov-Modul

((C(P) ® LA(R", C5.)C, Dﬁ") € E(Co(T* M) ® C(M), C(M,C(M))).

Dieser Modul lésst sich auch als (Co(T*M),C(M,C(M)))-Modul auffassen.
In KK(Co(T*M),C(M,C(M))) definiert er das Element 7.

Nun ist 7a @ccen)) km = legrm). Bezeichnet (H,F) ein Kasparov-
Produkt von 7, und k), so lasst sich dieser Modul sowohl als Element in
E(Co(T*M),Co(T*M)) als auch in E(Co(T*M) @ C(M), Co(T*M)) auffassen,
und es gilt [(H, F)| = leya-my € KK(Co(T*M), Co(T*M)) und [(H, F)] =
T™ Qc(M,ce(M)) [,u] Qc(mce(m)) Km € KK(O()(T*M) (%9 C(M), Co(T*M))

Nun ist 7a @cacen)) km = leger=ay und daher ist (H,F) homotop zu
(Co(T*M),0) in E(Co(T*M),Co(T*M)). Der Modul (Co(T*M),0) lésst sich
auch als Element in E(Cy(T*M) @ C(M), Co(T*M)) auffassen und es ist
[(Co(T*M),0)] = [a] € KK(Co(T*M)®RC(M),Co(T*M)). Bezeichnet (L£,G) €
E(Co(T*M),Co(T*M) @ C([0,1])) die Homotopie zwischen (H,F) und
(Co(T*M),0) als (Co(T*M),Co(T*M))-Moduln, so definiert (£,G) eine Ho-
motopie dieser Moduln in E(Co(T*M) @ C(M),Co(T*M)) und man erhalt,
dass

[i1] = [(Co(T* M), 0)] = Tar @carcean) (1] @c(arceay) K-

U

Mit Hilfe dieser beiden Sétze lasst sich der Dualitédts-Isomorphismus
KK(C,Co(M)) — KK(Cy(T*M),C) konkret beschreiben.

4.7.5 Satz Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und D := Oy + 5;*]\/[ :
Ist E ein Vektorbiindel iiber M, so stimmt der Isomorphismus

IE] — [E] ©@c() 0
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mit der Zuordnung
KK(C,Co(M)) 3 [E] — [D™®)] € KK (Cy(T*M),C)
iiberein.

Beweis: Zunichst gilt nach dem letzten Satz
0 = (i*[0r-n) € KK(C(M) ® Co(T*M),C).
Dann ist
[E) @c) 0 = [E] @con) 1 [0r-m] = fix[E] @cary [0reu]-

Nun ist fi.[F] € KK (Co(T*M),Co(T*M)) gegeben durch den Modul (I'(7*(E)), 0),
wobei m : T*M — M wieder die Biindelprojektion bezeichne. Es wurde
schon gezeigt, dass D™ (®)(1 + A)~1/2 ein D(1 + A)~Y/2-Zusammenhang auf
L*(T*M,S(T*M)®E) ist. Da (L*(T*M,S(T*M)®E), D™ ) auBerdem ein
(Co(T*M), C)-Kasparov-Modul ist, folgt die Behauptung, da die zweite Ei-
genschaft des Kasparov-Produktes trivialerweise erfiillt ist. [

4.7.6 Satz Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Jedes Element in der Grup-
pe KK(Cy(M),C) ist gegeben durch ein Element der Form [P] fiir einen ge-
eigneten Pseudodifferentialoperator P. Der Isomorphismus

o : KK(Co(M),C) — KK(C,Cy(T*M))
ist gegeben durch die Zuordnung
G [P] = (=1)"M[o(P)] € KK(C,T"M),
wobei o(P) das Symbol von P aufgefasst als Funktion auf T*M sei.
Beweis:

1. Sei zunéchst die Dimension von M gerade. Es wird gezeigt, dass die
Umkehrung der Abbildung o gegeben ist durch die die Zuordnung W :
KK(C,Cy(T*M)) — KK(C(M),C), die einem Symbol den entspre-
chenden PDO zuweist. Dies ist nach [C-S, Proposition 1.4] eine wohlde-
finierte Abbildung auf der Ebene der K-Theorie.
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Ist ein Symbol a gegeben, so liefert das Kasparov-Produkt a ®c, 7+
7 einen (C,C(M,C¢(M)))-Kasparov-Modul. Nach dem Satz 4.7.1 lasst
sich jeder Kasparov-Modul iiber C(M, C¢(M)) représentieren durch einen
Modul der Form (I'(€ @ £),0), wobei £ und € Clifford-Moduln im Sinne
der Definition 3.1.7 sind und der Graduierungsoperator auf I'(€ @ &)
durch das Element wy; @ (—wys) gegeben ist. Das Kasparov-Produkt mit
ks liefert dann das Symbol eines Dirac-Operators auf € ®E, welches das
gleiche Element in KK(C,Cyo(T*M)) definiert wie a, da 7 ®@c(ar,ce(an))
k = legr=m). Somit lésst sich W(a) représentieren durch einen Dirac-
Operator auf £ @ €. Nun wird gezeigt, dass auch

a ®CO(T*M) 0

durch einen Dirac-Operator auf EBE gegeben ist. Da zwei Dirac-Operatoren
auf einem Clifford-Modul unitér dquivalent sind, ist dann a ®cyr«ar) 0 =
VU(a). Zunéchst gilt

a®cy(r-anf = a®cy(r+an T @carcear) B = [(L(EDE), 0)]@car.ceany it [dar]-

Dann ist per Definition von p* und wegen der Assoziativitit des Kasparov-
Produktes

(T @ €),0)] @carceany 1 ldu] = pl(T(E),0)] @carce(an) [du]-

Es ist . [(€ ®E,0)] gegeben durch den (C(M),C¢(M))-Modul, der aus £
entsteht, wenn man I'(€ @ &) als rechts-Modul iiber der Cliffordalgebra
und als links-Modul iiber C (M) auffasst. Das Element [dj/] war definiert
durch _

[dy] = [(C(M, Co(M)), D).

Somit gilt nach dem Satz 4.7.2
a Qcy(T* M) 0 =(a),

da je zwei Dirac-Operatoren auf demselben Clifford-Modul das gleiche
Element in der K-Homologie definieren. Da aber ¢ ®c(r) 0 = 1y
gilt dann

¢ ®cun ¥(a) = ¢ @cr) (@ @cyr=an) 0) =

a Qco(r+m) G Qcar) 8 = a cy(ran) Loy = a.
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Somit folgt die Aussage fiir orientierbare Mannigfaltigkeiten gerader Di-
mension. Ist M nicht orientierbar, so existiert nach [D-K, Satz 5.5] eine
orientierbare zweifache Uberlagerung M von M. Ein beliebiger PDO
auf M lisst sich zu einem Z-invarianten Operator iiber M liften. Der
geliftete Operator ist dann bis auf einen gliattenden Operator eindeu-
tig. Man erhilt eine Abbildung KK (C(M),C) — KK%(C(M),C). Zur
besseren Ubersichtlichkeit sei die Mannigfaltigkeit als Subscript in der
Dualitétsabbildung angegeben. Die Abbildung & ; ist vertréglich mit der
Gruppenwirkung und lésst sich daher einschranken auf die Untergruppe
KK%(C(M),C) C KK(C(M),C) und man erhilt cine Abbildung 672 :
KK?(C(M),C) — KK?%(C,C(T*M)). Bezeichnet ) die Liftungsabbil-
dung und d den kanonischen Isomorphismus d : K K% (C,C(T*M)) —
KK(C,C(T*M)), so erhdlt man

G =dod 2o
Daher ist ¢ auch im nichtorientierbaren Fall durch das Symbol gegeben.

2. Sei die Dimension von M ungerade. Fiir den Rest dieses Beweises be-
zeichne S* die 1-Sphére. Sei N eine beliebige kompakte Mannigfaltigkeit
ungerader Dimension und b € KK (C, Co(T*M)) ein beliebiges Symbol.
Man kann dann das Symbol a®b in K K (C, Co(T*M xT*N)) bilden und
erhélt mit dem im ersten Teil bewiesenen ¢ (V(a ® b)) = o (V(a ® b)) =
o(¥(a))®c(¥(b))) = a®b. Da die Dualitdtsabbildung ¢ ebenfalls auf die
Faktoren aufspaltet gilt 6(¥(a)) @ 6(¥(b))) = a®b. Aus dieser Identitét
folgt zunéchst, das die Abbildung a — (¥ (a))) ein Isomorphismus des
Moduls KK (C,Cy(T*M)) ist. Es ist zu zeigen, dass er tatséchlich die
Identitat ist.

Sei By der Bott-Generator aus K°(R™) wie in [H-R, Definition 4.3.10]
angegeben?. Der Dolbeault-Operator dg: auf R? aufgefasst als komplexe
Mannigfaltigkeit definiert ein Element [0g:] € KK (Cy(R?),C). Higson
und Roe als bezeichnen dieses Element als fundamentale Homologieklas-
se [H-R, Definition 11.3.3 und Beispiel 11.3.5] und geben ihm das Sym-
bol [R?]. Nach [H-R, Satz 11.4.5] ist dann By ®cyre) [Orz] = 1. Sei nun
i: Co(R?) — Co(T*SY) und j : Co(T*S') — BC(R?), wobei BC die be-
schrinkten stetigen Funktionen bezeichne. Man kann dann Co(7*S") als

1Das Element dort ist auf der offenen Einheitskreisscheibe definiert. Man erhilt das
Element auf R? durch die Inklusion der Kreisscheibe in den Raum.
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Unteralgebra von BC(R?) auffassen und es gilt dann Cy(R?) C Co(T*S1).
Die Abbildung 7 ldsst sich dann ausdehnen auf Co(7*S'). Man erhilt
j o =idgyr-s1) sowie i o j =ideyge). Dann ist i,(B;) das Symbol ei-
nes elliptischen PDO A. Atiyah und Singer zeigen, dass dieser PDO auf
St den Index -1 hat; indexA = —1. ([A-S1, Seiten 525-526]). Auf der

anderen Seite ist

0(A) ®cy(res1y [Or+51] = 14(Ba) @cyrey 17 [Or2) =

= By ®cym®2) 1] @cy(res1) [J] @cym2) [Orz] =
By ®cy(R2) [Z Oj] ®cp(R2) [ERQ] = By ®cy(R2) [5R2] = 1.

Da das duflere Produkt eines Kasparov-Moduls mit 1¢ den Modul selbst
liefert, folgt ist dann

d(¥(a)) =d(¥(a)) ®c lc = (¥(a)) ®c 0(A) @cyr=s1) [O751].
Die Vertriglichkeit der Dualitédtsabbildungen mit der Paarung <, > lie-
fert 6(A) ®c Orgr =< 1g1, A >= —1 = —0(A) ®¢ Or+s1. Man erhilt mit
der Darstellung von ¢ in gerader Dimension

6(¥(a)) = =0 (¥(a)) @c 6(A) cy(r=s1) [O1-51] =
—6(\I/(a) ®(C A) ®Co(T*Sl) [ET*Sl] = —Qa ®(C O'(A) ®C’o(T*Sl) [ET*Sl] = —aQ.
Es ist daher 6(P) = —[o(P)] fiir ungerade Dimension.

O

Bemerkung: Dieses Resultat stimmt nicht mit dem Ergebnis von Connes und
Skandalis iiberein. In [C-S, Satz 3.10] behaupten die Autoren, die Dualitéts-
abbildung, die in dieser Arbeit mit ¢ bezeichnet wird, sei durch die Symbo-

labbildung gegeben, also
o[P] = [o(P)].

Die dort angegebene Beweisskizze wurde hier im Detail ausgefiihrt. So, wie sie
die Autoren dort beschreiben, lasst sie sich aber nur im Falle gerader Dimension
der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit umsetzten. Der Beweis des letzten
Satzes zeigt, dass im Falle ungerader Dimension ein Vorzeichen hinzugefiigt
werden muss.

Bezeichnet 1, das triviale komplexe Linienbiindel iiber M, so erhélt man
mit den Ergebnissen aus diesem Abschnitt die folgende Aussage.
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4.7.7 Satz Sei P : I'(E) — I['(F) ein elliptischer Pseudodifferentialoperator
iiber einer kompakten Mannigfaltigkeit M der Dimension n. Dann gilt

index(P) =< 1y, [P] >= (=1)"M < o(P), [0r-p]) > .
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Kapitel 5

Der Kern des Produktoperators

5.1 Eine verallgemeinerte McKean-Singer For-
mel

Das zentrale Resultat aller Beweise der Indexformel, die sich auf die Warmelei-
tungsgleichung stiitzen, ist die McKean-Singer Formel, die den Zusammenhang
zwischen dem Index eines elliptischen Operators auf einer kompakten Mannig-
faltigkeit und einer aus diesem Operator konstruierten Operatorhalbgruppe
herstellt. Ziel dieses Abschnittes ist es, eine analoge Formel fiir den Index des
Operators aus dem Kasparov-Produkt o(P) ®cqrm) [O7- 7] herzuleiten, und
das Integral iiber den Warmeleitungskern mit einem Integral charakteristischer
Klassen zu identifizieren.

Im Falle eines Dirac-Operators lautet die McKean-Singer-Formel wie folgt.

5.1.1 Satz (McKean-Singer) Sei D ein Dirac-Operator iiber der kompak-
ten Mannigfaltigkeit M der Dimension 2n. Sei D : I'(§) — I'(£) der Dirac-
Operator eines graduierten Dirac-Biindels £ iiber M. Beziiglich der direkten
Summe € = ET @ £ ldsst sich D in der Form

0 D_
D_(D+ 0 )

schreiben. Die von dem Operator D? generierte Halbgruppe e 'P” sei durch
den Operatorkern k;(x,y) gegeben. Fiir den Index des Operators D, gilt die
Formel

tD?

index(D.) = str(e'P") = /str(kt(:l:, x))d.

M
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[B-G-V, Satz 3.50]

In [B-G-V] wird fiir den Wéarmeleitungskern k; eines Dirac-Operators D auf
einem Clifford-Modul £ iiber einer kompakten, orientierten Mannigfaltigkeit
gerader Dimension M eine Darstellung in charakteristischen Klassen bewiesen.
Da der Kern des Dirac-Operators ein Schnitt im Endomorphismenbiindel des
Clifford-Moduls ist, erlaubt die Symbolabbildung fiir die Clifford-Algebra die
Identifikation dieses Schnittes mit einer Differentialform auf M.

Es gilt der Satz.

5.1.2 Satz Sei M eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension
2n. Sei D : I'(€) — I'(€) der Dirac-Operator eines graduierten Dirac-Biindels
E iitber M mit Warmeleitungskern k(-,-). Fasst man den Kern vermdge der
Symbolabbildung fiir die Clifford-Algebra als Differentialform auf, so gilt

ki(, ) |omy= (2m0) " A(TM)ch(E)S).
[B-G-V, Satz 4.1]

Sei nun D ein beliebiger Dirac-Operator auf einer nicht notwendigerweise
kompakten Mannigfaltigkeit M. Es gilt dann immer noch die Aussage des
letzen Satzes.

5.1.3 Satz Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension 2n, D :
['(€) — I'(€) ein Dirac-Operator und ki(-,-) sein Wérmeleitungskern. Es gilt

Fa(c,) lomy= (2m0) " A(TM)ch(E/S)

Beweis: Da der Operator D ein Differentialoperator ist, ist er lokal und er
lasst den Raum der Schnitte, deren Tréger in einer offenen Menge U liegen,
invariant. Daher ist der Warmeleitungskern des auf U eingeschrénkten Ope-
rators gegeben durch die Einschrankung von k(-,-) auf U x U. Ist nun U
eine beziiglich der Metrik beschrinkte Menge, so kann man eine kompakte rie-
mannsche Mannigfaltigkeit N mit Dirac-Biindel £ und Dirac-Operator DV
und einen isometrischen Biindelmorphismus ¢ : € |[p— &V |4 finden, so
dass ¢.(D) auf ¢(U) mit Dy iibereinstimmt. Dann stimmen dort auch die
Wirmeleitungskerne der Operatoren iiberein und ky(-,-) ist auf U x U gege-
ben durch die Zuriickholung des Kerns von Dy. Da ¢ eine Isometrie ist, ist

¢*(A(N)ch(EN/S) ls)) = A(M)ch(£/S) und man erhilt die Aussage mit
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Hilfe des letzten Satzes. [

Mit Hilfe dieses Satzes ist es moglich, das Kasparov-Produkt < o(P), [Or-] >€
7 als Integral einer Differentialform mit kompaktem Trager iiber das Tangen-
tialbiindel darzustellen. Dieses Integral ist genau das Indexintegral aus der
allgemeinen Indexformel. Dazu seien zunichst spezielle Représentanten der
involvierten K K-Elemente betrachtet.

Entsprechend den Ausfithrungen in Kapitel 4. lidsst sich die Symbolklasse
o(P) eines Pseudodifferentialoperators darstellen in der Form

o(P) = [(I(E) ® [(F),T)],

wobei E und F' Vektorbiindel mit kompaktem Tréger sind, die auflerhalb einer
kompakten Menge identisch und trivial sind. Der Operator T" kann so gewahlt
werden, dass T = 0, auf einer Umgebung des Tréagers der Vektorbiindel. Au-
Berhalb einer kompakten Menge ist T' die identische Abbildung zwischen den
dort identischen Vektorbiindeln.

Das Element [07-y;] wird mit dem Dolbeault-Operator auf dem Kotangenti-
albiindel konstruiert. Sei D := (97+ps + Oy )(1 + A)~Y/2. Dann ist

[Or-m) = [(L*(S(T*M)),D)] .

Setzt man V := S(T*M)* und W := S(T*M)~, so liefert der Satz 4.4.10,
dass das der Operator

M1/2T®ids(T*M)) + N2 pEeF

auf dem Biindel S(T*M)®(E @ F) das Kasparov-Produkt der Elemente o(P)
und [O7- ;] reprisentiert.

Der Operator M ist gegeben durch einen glatten Operatorkern. Ist ¢ eine
glatte Funktion mit kompaktem Tréger, so ist .M der Kern eines kompak-
ten Operators. Sei nun ¢ eine Abschneidefunktion fiir den Trédger des Vek-

torbiindels £ @ F und M := (1 — $)M sowie N' = 1 — M. Sei nun
) D = KVATid ey M + KADESF 1A

Der Operator D ist ein ungerader Operator und lésst sich daher in der Form

(3 7)
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schreiben. Es ist leicht zu sehen, dass
D ~K M1/2T®ldS(T*M)) +N1/2DE€BF.
Daher représentiert der Modul

(L*(S(T*"M)®(E & F)),D)
das Kasparovprodukt o(P) ®cqr+nr) [O7-17]. Die wesentlichen Eigenschaften
dieses Operators sind seine Selbstadjungiertheit sowie die Tatsache, dass er
auf dem Tréger des Biindels F & F' mit dem getwisteten Dolbeault-Operator
iibereinstimmt.
Mit Hilfe der Selbstadjungiertheit wird im néchsten Satz nachgewiesen, dass
D?(1 + A) eine Halbgruppe von Operatoren mit glatten Kernen definiert.

5.1.4 Satz Sei E ein hermitesches Vektorbiindel iiber einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit M und F : L?*(E) — L*(E) ein selbstadjungierter Operator
auf dem Hilbert-Raum der L?-Schnitte dieses Biindels. Konstruiert man mit
dem Laplace-Operator A der Mannigfaltigkeit den unbeschrinkten Operator
F=FQ1+ A)l/ 2, so generiert dieser Operator eine Halbgruppe von Operato-
ren, die durch glatte Operatorkerne gegeben sind.

Beweis: Es wird gezeigt, dass F eine analytische Halbgruppe T'(t) generiert.
Nach [P, Th. 4.2] ist dann fir t > 0 T(t)u € dom(F™), wobei dom(F")
den Definitionsbereich der n-ten Potenz von F bezeichne. Da dom(F™) der
Sobolev-Raum H™(FE) ist, und (), H"(E) C C*°(M), besteht die Halbgruppe
aus glittenden Operatoren und es folgt die Behauptung.

Zunichst wird gezeigt, dass A := F + c fiir ein ¢ > 0, mit der Eigenschaft,
dass spec(A) > 0 ist, eine analytische Halbgruppe T(t) generiert. Dann ist
die von F generierte Halbgruppe T'(t) gegeben durch T'(t) = e~ (t) und
daher ebenfalls analytisch. Nach [P,Th. 5.2] geniigt es zu zeigen, dass ein ein
M > 0 und ein 0 mit 0 < 6 < 7/2 existieren mit der Eigenschaft, dass
| (—A =X~ [I< M/[A] fiir

Ae X = {\|arg(\)| <7/2+40}.

Sei zunéchst der Realteil von A positiv, d.h. Re(A) > 0, und f := (—A—X\)u mit
u € H'(E). Dann ist —(Au, v)2(m) — AM(u, v) = —(f, v) 12(p) filr alle v € L*(E).
Setzt man v := u, so ergibt sich

|)\||U|2L2(E) < |(AU7U)L2(E)‘ + [ flzelulpz = (Au, w) 2y + | oz |ul e
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Nun gilt
(Au,u)rz = Re(Au,u)r2 = Re(=A(u,u)rz) + Re(f,u)r2 < |f|rz|ulzz.
Insgesamt erhélt man, dass
Allulrz < 2|f|z2]ulz2,
so dass wegen f = —(A+ \u gilt
Jul 2 < 2/IN|(A+ Mulr2

und somit [(A+ )7t < 2/ fiir alle A mit ReA > 0 und die Bedingung ist mit
M = 2 erfiillt.
Sei nun A # 0 mit Re(A) = 0 und g := A\(1 + oi). Zunéchst gilt allgemein
R# - R)\ = —()\ - ,LL)R)\R;JJ,

wobei R, die Resolvente —(A + a)~! bezeichne. Dann gilt fiir ¢ mit |\ —
pl[Ral <1

Ry = (1= (u=NE\)"Ry= Ry (= \)"Ej.

Es ist daher

2|\ 2(1 4 0%)'/?
R, <R\ /(1 —|p—=Al|Ry]) < = 1
‘ #’ — | /\|/( |lu H )\|> — 1_2|0_||>\|_1 1— 920 /’/’6’7

wobei die mittlere Abschétzung fiir geniigend kleine o gilt. Es ist in diesem
Fall die Bedingung also mit M := (2(1 + ¢%)¥/2)/(1 — 20) erfiillt. O

Da die Konstruktion der Halbgruppe aus einem Generator eine lokale Ope-
ration ist, lasst sich die Halbgruppe des Dolbeault-Operators, die sich mit
Hilfe des Satzes 5.1.3 konkret angeben lédsst, zur Berechnung des Index von D
heranziehen.

5.1.5 Satz Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Der Kern
der Operatorhalbgruppe exp(—t(D¥®F)%(1 + A)) sei gegeben durch k(z,y).
Es sei D der durch (x) definierte Operator, der das Produkt

o (P) @y [0+ ]
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definiert und D, der Operator aus (xx). Dann gilt
index (D,) = / str(ky(z, x))dx
T*M
fiir jedes t > 0.

Beweis: Zunichst soll gezeigt werden, dass das Integral existiert. Nach Satz
5.1.3 lasst sich der Integrand schreiben als

str(ky(z, 7)) = (4rt) "str (detW (Smfl?tgﬁﬁ /2)> eXp(—tQE/S)> .

Das Argument der graduierten Spur auf der rechten Seite ist ein Polynom vom
Grad n in t. Es lasst sich schreiben in der Form

n
E aktk.
k=1

Hierbei ist a; eine Differentialform vom Grad 2k. Die graduierte Spur von ay
ist nach Satz Satz 3.3.6 0 fiir alle k¥ < n. Somit ist

str(ky(z, x)) = (4nt)"str(ait™) = (4m) "str(ay).

Es ist daher die Funktion auf der rechten Seite von t unabhéngig und somit
auch das Integral. Trivialerweise ist also auch der Tréger des Integranden un-
abhéngig von t. Er ist auflerdem kompakt: Der Kriimmungstensor {2r,; von
T M lasst sich lokal als matrixwertige 2-Form schreiben. Da T™ M léngs der Ko-
tangentialriume in der natiirlichen von M induzierten Metrik nicht gekriimmt
ist, erhdlt man mit den lokalen Koordinaten {z;, 5,-},-:1”%1 mit matrixwertigen
Funktionen €); eine Darstellung

QT*M = Z ledl‘k A dZL'l.

T*M)/S

Da die relative Kritmmung Q5 identisch 0 ist, ist die relative Kriimmung

des Moduls £ gegeben durch

QE/S _ QE@F.

1Dies seien die frither schon verwendeten Biindelkoordinaten
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Bezeichnet d : C*(T*M)" — C>®°(T*M)™ die n-fache direkte Summe des
kanonischen flachen Zusammenhangs und ist W C T*M x C" ein eingebettetes
Vektorbiindel mit entsprechender Projektion p", so definiert der Operator
pVd : T®(W) — C®(T*M)" — C®(T*M)™ — T°°(WW) einen kanonischen
Zusammenhang auf . Dessen Kriitmmung ist nach [G-V-F, Seite 340] gegeben
durch p" dp"dp" .

Man erhilt analog Zusammenhinge p”d und p*'d mit den Kriimmungsformen
OF und QF. Diese haben kompakten Triger, da die Projektionen aufierhalb
einer kompakten Menge durch konstante Funktionen gegeben sind.

Es hat dann der Volumenanteil der Form

1071 /2
det!/? L] —1QF/S
( ¢ (sinh(tQT*M/Q) exp( )

kompakten Trager, da die Form, die die relative Chern-Klasse definiert, aufler-
halb einer kompakten Menge identisch 0 ist. Bezeichnet 1" wieder das Berezin-
Integral so erhélt man, dass die Funktion

str(ky(z, 7)) = (4t) T (detW (Sm;?tgﬁﬁ /2)> exp(_mf/s)>

ebenfalls kompakten Trager hat, und es existiert das Integral wie behauptet.
Fiir einen durch einen stetigen Kern T'(x, y) definierten Operator 7 und ein
Kompaktum K C T*M kann man

strg (7)) == /str(T(x,x))da:

definieren. Ist 7 ein Spurklasse Operator, so gilt
li[r(n str (7)) = str(7).

Der Grenzwert ist hier als Grenzwert iiber die gerichtete Menge aller Kompakta
in T*M zu verstehen. Nun kann man aus dem Operator D einen unbeschrank-
ten Fredholmoperator D := D(1 + A)/2 konstruieren. Die Kerne der Operato-
ren D und D sind als graduierte Vektorrdume isomorph. Sei Py die Projektion
auf den Kern von D und P; := 1— F, die Projektion auf das orthogonale Kom-
plement des Kerns. Die Halbgruppe e~1D” ist gegeben durch stetige Kerne mit
Werten in End(S(T*M)®(E @ F)) und werde mit kP(:v, y) bezeichnet. Fasst
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man die Funktionen x +— k;P (z,7) als Schnitte in A*T*(T*M)® End(E & F)
auf, so hat die Komponente der Volumenelemente ebenfalls kompakten Tréger,
da die Operatoren M und N die Komponenten der dufleren Algebra invariant
lassen.
Es existiert also
strK(e’tDQ)Vt und K.

AuBlerdem ist

’strK (e_tD2 — Pg)‘ = /str <<a: ‘Ple_tDQPl‘ a:>) dx| < OVOl(K)e_/\t/Q,
K

wobei A das Infimum des Spektrums des Operators P;D?P;, der auf dem Kom-
plement des Kerns wirke, und vol(K) das Integral der Indikatorfunktion der
Menge K bezeichne. Da der Operator als Fredholm-Operator ein abgeschlos-
senes Bild hat und injektiv ist, gilt A > 0. Das Netz

{strK(e’tD2)|K C T"M kompakt }

wird stationir, da der Trager des Integranden kompakt ist. Bezeichne K’ ein
Kompaktum, so dass strg (e 'P”) =strg: (e ®*) V K > K’. Dann ist

‘StI‘K <e’tD2 - P0>‘ = ‘strK(e’tDz) - strK(Po)‘ =

= /Str(k:tD(x,x))dx —stri(Py)| < Cvol(K)e /2.
K

Fiir K D K’ ist das Integral [ str(kp(z,2)) = [, str(kP(x,x)) von t un-
abhingig, so dass

str(Fy) = li}r{n strg(Py) = li}r{n/Kstr(kP(x,x)) = /T str(kp (z,z)).

*M

Da str(P) =index(D") folgt die Gleichheit

index(D") = /Stl"(k?(x,fﬁ))dfﬁ.

T M
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Nun stimmen die Funktionen z + str(kP(z,z)) und x +— str(k;(z, z)) iiber-
ein, da sie auferhalb einer Umgebung des Tragers der Vertwistungsbiindel
Up konstant 0 sind und wegen der Tatsache, dass die Operatorkerne kP (z,vy)
und k(z,y) innerhalb von U, auf der Diagonale iibereinstimmen, da die die
Halbgruppen generierenden Operatoren dort iibereinstimmen, so dass folgt

index(D") = /str(kt(x,x))dx.

T*M

Da index(D") =index(D") = gilt also fiir den Operator DF

index(D") = /str(kt(x,x))d:v.

T*M

5.1.6 Satz Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Fiir den
Index des Operators D, aus dem Satz 5.1.6 iiber der Mannigfaltigkeit T* M
gilt
index(Dy) = (2mi)" / A(T(T*M))ch(E/S)
T*M

Beweis: Diese Behauptung folgt aus den Sétzen 5.1.6 und 5.1.3. [J

5.2 Die Indexformel

In diesem Abschnitt wird die Umformung der charakteristischen Klassen aus
dem Indexintegral beschrieben. Dies wid die Indexformel in der bekannten
Form fiir allgemeine PDO liefern. Sei dafiir im Weiteren n :=dimM.

Sei D der Operator aus der Formel (%) auf £ := S(T*M)&(E @ F), der das
Kasparov-Produkt der Symbolklasse mit dem Dolbeault-Operator von T M
definiert. Es wird gezeigt, dass man die Indexformel

index (D, ) = (2mi)" / A(T(T*M))ch(E/S)

T*M
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in diesem Fall umformen kann zu der Formel
index(D; ) = (2mi)" / Td(T'M @ C)ch(o(P)).
T M

Dazu ist zunéchst die relative Kriimmung des Moduls £ zu berechnen. Da
der Modul £ durch die Vertwistung des Moduls S(7T*M) mit E @& F gegeben
ist, erhélt man seine relative Kriimmung als Summe der Kriimmung Q7 und
der relativen Kriimmung von S(7*M). In Satz 3.4.2 wurde gezeigt, dass die
relative Kriimmung des Clifford-Moduls S(T*M) 0 ist;

QST M)/S _

Daher ist die relative Kriimmung von &£ gegeben durch

QOF/S — FOF

Das Tangentialbiindel des Kotangentialbiindels einer Mannigfaltigkeit ist
nach Satz 3.1.8 isomorph zur Komplexifizierung eines reellen Vektorbiindels.
Auf einem Biindel dieser Art ldsst sich die Klasse folgendermafien umformen.

Ist E ein reelles Biindel und E ® C seine Komplexifizierung. Sei

Tde(E) := Td(E ® C).

Atiyah und Singer nennen diese Klasse die Indexklasse des Biindels £. Man

erhalt
QE@C QE
TdC(E) = detc (W) = detR <€QE — 1) s

wobel man mit der alternativen Schreibweise

det (A) = exp(—tr(In(A)))
erhélt, dass

OF
Tdc(E) = detg (eQE/2 — e—QE/2> exp(—tr(Q¥/2)).

Die Kriimmung Q¥ ist eine 2-Form mit Werten in den reellen schiefsymme-
trischen Endomorphismen. Daher ist Spur der Matrix Q¥ gleich 0 und man

erhalt ( E)
()
TdC(‘E) - detR <eﬂ'*(QE)/2 _ 6_”*(QE)/2) .
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Betrachtet man nun die Todd-Klasse des Tangentialbiindels der Mannigfaltig-
keit T* M, so ergibt sich wegen der Isomorphie

T(TM) ~ 7*(TM ® C),

. . B W*(QM)
Td(T(T"M)) = 7*Tdc(TM) = detr (ew*(QMw e—w*(QMw) '

Fiir die A-Klasse der Mannigfaltigkeit 7" M erhélt man
(T(1"M)) =

A(T
B 1/2 Qpen

= dety (GQT*M/Q —QT*]\/I/2>
(Qr)

det (eW*(QM)/2 —e ™ (Qm)/2 |7

Man erhalt also fiir diese charakteristischen Klassen die Identitat

() ® C ) _

1/2
det (eﬂ* QmeC)/2 _ o—m*(Qu®C)/2

TA(T(T*M)) = A(T(T*M)).
Insgesamt folgt
A(T(T*M))ch(E/S) = A(T(T*M))stre s exp(—Q7%F) =
= Td(T(T*M))ch(c(P)).

Fiir den Operator D, aus (kx) ergibt sich insgesamt die folgende Formel fiir
den Index.

index(Dy) = (2mi)" | A(T(T*M))ch(E/S) =
T*M
— (2ri)" / TA(T(T*M))ch(o(P)) = (27i)" / Tde(TM)ch(o(P)).
T*M T*M
Dies liefert nun den Indexsatz in seiner allgemeinen Form. Nach Satz 4.7.7
ist
index(P) =< 1y, [P] >= (—1)" < o(P), 0p-y >= (—1)"index(D, ).
Mit der Identitét
—1\"
index(D;) = (2—> / Tde(TM)ch(o(P))

™
T*M
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erhélt man den Indexsatz von Atiyah und Singer;

index(P) = (;—;)n / Tde(TM)ch(a(P)).
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Anhang P

Pseudodifferentialoperatoren

In diesem Anhang sollen grundlegende Definitionen und Sétze eine Zusam-
menfassung wesentlicher Eigenschaften von Pseudodifferentialoperatoren (PDO)
geben, die im Text gebraucht werden. Alle Sdtze und Definitionen stammen
aus [H] bzw. sind schwichere Versionen der dort angegebenen. Die Nummern
nach den Sétzen beziehen sich auf die Nummerierung dort.

P.0.1 Definition Wenn m € R so sei S™ = S™(R"™ x R") die Menge aller
a € C*(R" x R"), so dass fiir alle Multiindices o, 3 € N" ein C, 3 existiert
mit
19807 I< Cap(1+ 1€ )" 2, € € R.
S™ heift der Raum der Symbole der Ordnung m. Weiter sei S~ := [ S™,
S = s™.
[18.1.1]

Viele Sétze iiber PDO erlauben eine explizite Identifikation des Symbols nur
auf "Asymptotik’ genau. Dazu wird der folgende Satz benotigt.

P.0.2 Satz Seia; € S™, j =0,1,2... und es gelte m; — —oo fiir j — oo. Sei
m), = max j > km;. Dann existiert ein a € S™, so dass supp(a) C | supp(a;)
und fiir jedes k gilt

(%) a — Zaj € S,
i<k
Das Symbol a ist eindeutig modulo S~ und (*) gilt bzgl. jeder Reihenfolge
der Summierung, so dass man schreiben kann

a ~ E CLj.

101



[18.1.3]

Die Abbildung a(-,-) + inf C,, 3, so dass C, 3 die obige Ungleichung erfiillt, ist
eine Halbnorm auf S™ fiir jedes «, 3. Variiert man «, 3 iiber alle Multiindices in
N", so erhélt man eine Familie von Halbnormen, die auf S™ eine lokalkonvexe
Topologie definieren. Auf dem Schwartzraum S hat man ebenfalls eine solche
Topologie und es gilt der folgende Satz.

P.0.3 Satz Ist a € S™(R™ x R") und u € S(R"), so definiert

(opla)u)(z) = / &< o, €)il(€)

eine Funktion op(a)u € S(R™), und die bilineare Abbildung (a,u) — op(a)u

ist stetig. Die Abbildung u +— op(a)u heilt PDO der Ordnung m mit Symbol

a. Die Menge aller PDO der Ordnung m wird mit W™ (R"™) = U™ bezeichnet.
[18.1.6]

Dieser Satz ergibt also fiir jedes Symbol einen stetigen Endomorphismus von
S. Die Zuordnung (u,v) — [ uv ergibt eine sesquilineare Paarung auf S x S,
denn es ist § C L?. Ist a € S(R" x R"), so ist op(a) ein Integraloperator der
durch einen glatten Operatorkern definiert ist. Es gilt

(op(a)u)(z) = / Kz, y)u(y)dy,

wobei

K(z,y) = /e"(xy’g)a(a:,f)df € S(R" x R™).

Der bzgl. <, > adjungierte Operator zu dem Operator mit Kern K (z,y) hat
bekanntermafien den Kern K(y,z), und der Operator mit diesem Kern ist in
U~ und gegeben durch das Symbol

b(x,§) = /€i<y’">a($ —y,& — n)dydn

Nun kann man b vermoge seines Kernes als Element in §'(R?*") auffassen und

ebenso a und die Abbildung a A4 b, die durch obige Formel gegeben ist, ist
stetig beziiglich der Topologie von §'. Es ist § C S dicht, so dass sich Ad
ausdehnen 1ift auf §" und es gilt

< op(a)u,v >r2=< u, Ad(op(a))v >r2 Yu,v € S
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fiir alle op(a) € §'. Der folgende Satz besagt, dass fiir a € S™ Ad(op(a)) € U™,
und man hat eine Asymptotik fiir das Symbol dieses Operators. Es soll o(P)
fiir P € U™ das Symbol von P in S™ bedeuten. D, bezeichne von jetzt an den
Operator —id/0x.

P.0.4 Satz Wenn a € S™, so ist b := o(Ad(op(a))) € S™ und

b(x, &) ~ Z J¢ Dya(r,§)/al
[18.1.7]

Weiter hat man

P.0.5 Satz Seien a; € S™ j = 1,2. Dann gilt fiir die Operatoren in S bzw.
S

op(a1)op(az) = op(b),
wobel b € S™*™2 und man hat die Asymptotik

b(x, &) ~ Z O¢ar(x, &) Dyaz(x,§)/al.

[18.1.8]

Operatoren, die eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillen, heiflen
elliptisch.

P.0.6 Satz Seia € S™ und b € S™™. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

1. op(a)op(b) — id € W—infty

2. op(b)op(a) — id € W~y

3. a(z, )bz, 6 — 1€ §1

4. 3¢,C: a(z,§) > c|[ & || wenn | &[> C

[18.1.9]
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Fiir die folgenden Sétze ist eine weiter gefasste Definition des Begriffs des
Kernes erforderlich. Weiter oben war ein Operator der Form

- / Kz, y)uly)dy

aufgetreten, wobei K € S(R*") war. In Analogie hierzu gilt der Schwartzsche
Kern-Satz:

P.0.7 Satz Jedes K in D'(X; x X5), X; C R"™ offen, definiert durch die Formel

<Ko, >:=K(p®19) Y € D(X3),¢ € D(Xs)

eine stetige lineare Abbildung K von D(Xs) nach D(X;). AuBlerdem ist jede
solche Abbildung durch ein eindeutig bestimmtes Element aus D(X; x X5)
definiert. K € D'(X; x X3) heiit der Kern des Operators K.

[5.2.1]

Dieser Satz gilt immer noch, wenn man D durch S und D’ durch S’ ersetzt.

P.0.8 Satz Seien X und X, vermége k : X — X,, diffeomorphe offene Men-
gen des R™. Wenn a € S™ und der Kern von op(a) kompakten Trager (im
Distributionensinne) in X x X hat, so existiert a,, € S™, so dass der Kern von
op(a,) kompakten Trédger in X, x X, hat und

(op(ax)u) ok = op(a)(u o ).

Es gilt
0 Y N D ol

wobei pm(y) ( )—Ii( )—K'(x )( ) Die Terme in der Reihe sind Elemente
in S™*/% und a(k(z),n) — a(z,! k(z)n) € S
[18.1.17]

Man kann weiter PDO auf Mannigfaltigkeiten definieren.

P.0.9 Definition FEin PDO auf einer C'*°-Mannigfaltigkeit X ist eine stetige
lineare Abbildung A : C*(X) — C*(X), so dass fiir jedes Kartengebiet X,
mit k: X,, = X,, C R" und alle ¢, € C*(X,) die Abbildung

u i ¢k ) AR (Yu) u € 8

in U™ jist. Man schreibt dann A € U™,
[18.1.20]
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Weiter gilt der folgende Satz.

P.0.10 Satz Sei A : C°(X) — C®(X),X C R" offen, eine stetige lineare
Abbildung, so dass fiir alle ¢, € C°(X) die Abbildung

ur pAYuu € S
in U™ liegt. Dann existiert a € S™(X x R"), so dass
A = op(a) + Ao

wobei Ay einen glatten Kern hat. In S™ /S~ ist a eindeutig bestimmt.
[18.1.19]

Die vorangehenden Sétze erlauben die Definition des Hauptsymbols auch fiir
PDO auf Mannigfaltigkeiten. Zunéchst sei S™(7*X) definiert als die Menge
aller a € C>(T*X), so dass fiir jede Karte x : X,, — X,

a(k™(x)," (k71)'n) € S™.
Diese Definition stimmt mit der bisherigen {iberein, wenn X € R"™ offen ist.

Wenn A € U™(X), so definiert die Einschrinkung von A auf ein Kartenge-

biet X, einen Operator in U™ (X, ) vermoge Zuriickholung. Hat man nun ein
weiteres Kartengebiet X,» mit X,» N X, # (0, so ergibt dies einen Diffeomor-
phismus £ 1(X N X)) — (k)X N X,). Fiir Testfunktionen ¢, hat die
Zuriickholung (¢pAv), von ¢ A vermoge k einen Kern mit kompaktem Tréger
in X, x X, und die Zuriickholung nach X,, x X, ist der Operator der durch
der obigen Diffeomorphismus aus der Zuriickholung nach X, x X, hervorgeht.
Nach Satz P.0.10 ist A, von der Form

An = Op(dfﬁ) + AOa

wobei Ay einen C*-Kern in X, x X, besitzt. Analoges gilt fiir A,,. Nach Satz
P.0.8 ist d, — aiy € S™ ' und man erhilt auf X somit ein Element

a€ S™(T*X)/S™ 1 T*X)
durch die Bedingung
op(a|x,) — A, € U™(X,)/ U™ H(X,).
Dies ist ein Isomorphismus:

(X)) HX) ~ S™T*X)/S™ HT*X).
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P.0.11 Definition Das Bild eines PDO A unter dem Isomorphismus
(X)) /Om Y (X) ~ S™(T*X)/S™ Y(T*X) heiBt das Hauptsymbol von A.

Die Komposition von Operatoren auf Mannigfaltigkeiten gehorcht in Analogie
zu oben dem folgenden Satz.

P.0.12 Satz Wenn A; € U™ so ist AjAy =1 A € V™™™ und das Haupt-
symbol von A ist gleich dem Produkt der Hauptsymbole von A; und As.
[18.1.22][18.1.23]

Elliptizitdat von PDO auf Mannigfaltigkeiten wird durch folgenden Satz defi-
niert.

P.0.13 Satz A € V™ (X) heifit elliptisch, wenn das Hauptsymbola € S™/S™!
ein Inverses b € S~ /S~™! besitzt, so dass also ab—1 = 0 in S°/S™1. Es
existiert dann eine Parametrix B € W~ mit

AB—ide V> BA—id e .
[18.1.24]

In der Diskussion von PDO im R™ nimmt man das Lebesgue-Maf} als gegeben
hin, und definiert die Operatoren wie oben geschehen mit Hilfe entsprechender
Integralformeln. Auf einer Mannigfaltigkeit hat man zunéchst kein kanonisches
Maf}, und man kann PDO mit Hilfe von %—Dichten auf X definieren, ohne ein
solches Maf} auszuzeichnen. Dies liefert eine kanonische bilineare Paarung auf
C.(X), die die Definition von adjungierten Operatoren ermoglicht. Das Biindel
der %—Dichten ist ein triviales komplexes Linienbiindel iiber X.

P.0.14 Definition Seien E, F' C— Vektorbiindel iiber X. ein PDO der Ord-
nung m von C*(X; FE) nach C*(X; F) ist eine stetige lineare Abbildung

A1 CR(XB) — C(X; F),
so dass fiir Y C X offen, mit E| F trivial iiber Y vermaoge
Oy Ely—=Y xXC",Pp: F|ly—Y xC™,
A gegeben ist durch eine Matrix von PDO A;; € U(Y), und
p(Auly)i = Ay(®pu); , u € CoY; E).
Man schreibt dann A € V(X E, F).
[18.1.32]
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Das Hauptsymbol eines PDO ist dann definiert als Element in
S™T*X;Hom(E, F))/S™ 1 (T*X; Hom(E, F)).

Zur Definition des adjungierten Operators wurde oben das Lebesguemafl ge-
nutzt, das eine Einbettung S — 8 vermdoge

<u,v>gi= /uvdx

lieferte. Das Produkt zweier %—Dichten liefert eine 1—Dichte fiir die das In-
tegral iiber die Mannigfaltigkeit wohldefiniert ist, so dass man eine Paarung

C®(X;Q2) x C°(X;Q2) — C hat definiert durch

(u,v) := /uv.

Somit hat man eine Inklusion CSO(X;Q%) — D'(X;02) und man kann von
einem zu A € \Ifm(X;Q%,Q%) adjungierten Operator A* € \I/m(X;Q%,Q%)
sprechen ( der Einschriankung des eigentlichen adjungierten Operators &' x D’).

P.0.15 Satz Zu A € V" (X; E® 02, F® Q%) existiert ein adjungierter Ope-
rator A* € U™(X; F* @ Oz, B* © Q7), so dass

(Au,v) = (u, A*0) fiir allew € C(X: E®Q2),v € C°(X: F* © Q2).

Wenn a ein Hauptsymbol (ein Element der Aquivalenzklasse des Hauptsymbols )
fiir A ist, so ist a* ein Hauptsymbol fiir A*.
[18.1.34]

Elliptische PDO auf Mannigfaltigkeiten sind Fredholm-Operatoren, wenn der
Raum C2°(X; E) der Schnitte eines Vektorbiindels £ mit den entsprechenden
Normen ausgestattet wird. H® bezeichne in den folgenden Sétzen die Sobolev-
Ré&ume von Schnitten in E.

P.0.16 Satz Sei X kompakt. Wenn P € U™ (X E®Q2, F®Q%) elliptisch ist,
so definiert P einen Fredholm-Operator von H*(X; E®Q2) nach H*™(X; E®
Qz) fiir beliebige s € R mit ker(P) C C®(X;E ® Qz). Das Bild ist das
orthogonale Komplement von ker(P) C C*(X; F* ® Q2).

[19.2.1]

107



Als direkte Folgerung dieses Satzes ergibt sich die Unabhéngigkeit des Inde-
xes von s. Mit dem rellichschen Einbettungssatzes folgt weiter, dass der Index
nur von der Klasse von P in U™ /U™ ! abhiingt, denn zwei Elemente der sel-
ben Klasse unterscheiden sich nur um einen kompakten Operator. Die beiden
letzten Sétze beziehen sich auf die Homotopieinvarianz des Index.

P.0.17 Satz Sei X kompakt. Seien des Weiteren t — a(t) und t — b(t) stetige

Abbildungen von [0, 1] nach S™, so dass a(t),b(t) uniform beschrédnkt sind in

S™ sowie a(t)b(t) — 1 und b(t)a(t) — 1 uniform beschrénkt sind in S™'. Wenn

Ao, A1 Hauptsymbole a(0) bzw. a(1) haben, so ist index(A;)=index(Ay).
[19.2.9]

P.0.18 Satz Sei X kompakt und P € U™(X: E®Q2, F®Q2) ein elliptischer
PDO und p ein Repréasentant des Hauptsymbols. Sei h homogen vom Grad 1
auf T* X, positiv und C*° auBerhalb X. Dann sind fiir alle geniigend grofien
C' die Operatoren mit Symbol p(z, C&/h(§)) elliptisch und haben den gleichen
Index wie P.

[19.2.2]
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Anhang S

Symbole

C.(92) stetige Funktionen mit kompaktem Trager
C(X) stetige Funktionen auf dem kompakten Raum X

Co() mll'\\sw

M, quadratische Matrizen der Dimension n mit komplexen Eintragen
Cy Komplexifizierung der Cliffordalgebra des euklidischen Raumes V'
Cy Cliffordalgebra des euklidischen Vektorraumes V'

Ce(M) Biindel der Clifford-Algebren Cf. ), iber M

AV dulere Algebra des Vektorraumes V'

A(E) A-Klasse des Vektorbiindels £

Td(E) Todd-Klasse des komplexen Vektorbiindels £

Tde(E) Td(E ® C)

A (M) Biindel der d&ufleren Algebren A} ,, iiber M

C(M,E) Stetige Schnitte des Vektorbiindels E iiber M

S(M) fiir eine fastkomplexe Mannigfaltigkeit M das Biindel A*T%'(M)

M, (A) Matrizen der Dimension n mit Eintréagen aus A

Hp H ® B als C*-Modul fiir einen separablen Hilbertraum H
AC Subalgebra der G-invarianten Elemente der G-Algebra A
® graduiertes Tensorprodukt von Algebren oder Moduln
My Multiplikationsoperator mit der Funktion f

supp(f)  Tréager der Funktion f
L(H) Algebra der adjungierbaren B-linearen Endomorphismen des B-C*-Moduls ‘H
K(H) Algebra der kompakten Endomorphismen des B-C*-Moduls 'H

At Unitalisierung der Algebra A
[z, y] Graduierter Kommutator der Elemente x und y einer Algebra
Xt Einpunktkompaktifizierung des lokal kompakten Raumes X
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Bei einer Einpunktkompaktifizierung der hinzugefiigte Punkt

Raum der Testfunktionen auf der offenen Menge (2

mit der Topologie des induktiven Limes

glatte Schnitte eines Vektorbiindels E iiber einer Mannigfaltigkeit M.
Multiplikatoralgebra der C*-Algebra A

stabilisierte Calkinalgebra der C*-Algebra A: M(A® K)/A® K
Riemannsche Kriimmungsform der riemannschen Mannigfaltigkeit M
Schwartz-Raum
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